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INTRODUZIONE 
 

 
 
 
 

“La mente del 
principiante è aperta a 

molte possibilità. 
Quella dell’esperto a 

poche.” 
 

S. Suzuzi, La mente Zen, 

La mente del principiante 

 

 

Quante volte è capitato di imbattersi in persone con talento e con 

quozienti intellettivi molto alti, nonostante abbiano avuto una 

preparazione di studi non proprio eccezionale? Quante volte avete 

sentito parlare di geni e sregolatezze, uscir fuori dal nulla con un 

semplice gesto o intuizione a livello sportivo, a livello filosofico, a 

livello matematico ed informatico? 

Immagino sicuramente pochissime ma ci sono pur sempre state, e se 

ci pensate bene è bello che esistano, perché in qualche modo 

rappresentano quella classe di individui che ritengo essere 

“principianti” e con una semplice illuminazione sanno farvi balzar 

dalla sedia. 

Per questo ho voluto iniziare con S. SUSUZI, esso è stato 

indispensabile, perché è la migliore maniera per rendersi conto di 

cosa sta accadendo nell’ultimo secolo. Esso rispecchia tutto ciò che è 
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sempre più “evidente” e “non-evidente” nel mondo che ci circonda. 

Sono stati effettuati addirittura molti studi e ancora non è chiaro se 

c’è qualcosa di fondato, se c’è qualcuno che può spiegarlo o meno, 

sappiamo solo che ha in qualche modo migliaia di sfaccettature 

difficili da comprendere, e questo specialmente se ci si basa sulle 

solite regole imposteci culturalmente migliaia di anni fa e dove 

ancora adesso in molti non riescono ad uscirne fuori, perché 

inculcate nelle menti sia per la poca voglia di sapere sia per la poca 

informazione a riguardo. 

Lo studio che più avanti affronteremo riguarda proprio chi come 

questi “principianti” hanno la sregolatezza di vivere e di vedere al di 

fuori di queste regole qualcosa come una via di fuga, è dedicato a chi 

vede attraverso le uniche due possibilità di questa logica, nuovi 

svincoli o nuovi sentieri da prendere, perché sono 

meravigliosamente FUZZY non essendone a conoscenza, persone che 

oltre al Si o al No, al Vero o al Falso, a Zero o ad Uno, al Bianco o al 

Nero, ecc., vedono qualcosa di diverso. 

Sia ben chiaro però che non si vuole influenzare nessuno e tanto 

meno far credere di essere geni mal capiti o stupidi che hanno basato 

la propria vita su una logica a due possibilità, si vuole far fare solo 

“click” su quell’interruttore che immaginariamente si vede nella 

mente di molti, cioè tutti coloro che a parer mio odiano la 

matematica, e sono vittime di questa occidentalità, perché non sanno 
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che la matematica spiega tutto ciò che abbiamo intorno e perché oltre 

alla logica di cui stiamo parlando, cioè quella bivalente, c’è ben 

qualcos’altro. 

Nel primo capitolo, quindi, andremo ad approfondire la storia della 

logica, partendo inizialmente appunto con quella bivalente del 

periodo ellenistico, per poi arrivare a quella dei giorni d’oggi, 

trovando spazio nella tecnologia orientale, la logica fuzzy. 

Nel secondo capitolo ne spiegheremo e illustreremo le sue forme, i 

suoi numeri, le sue regole e i suoi ideatori, mentre nel terzo ed ultimo 

capitolo la approfondiremo con alcune applicazioni: una di media 

fattura, come il funzionamento dei motori elettrici con l’azione di 

controllo fuzzy, ed una di semplice fattura, come l’ultilizzo della 

logica fuzzy per le valutazioni scolastiche del prof. Antonio Maturo. 
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CAPITOLO I 
 
 
 
 
 
 

LA STORIA DELLA LOGICA 
FUZZY 

 

 

 

 

 

 

 
“La logica è si incrollabile ma 

non resiste a un uomo che 
vuole vivere.” 

Kafka. 

 

 

 

 

 



 6

1.1 LA LOGICA BIVALENTE 

 

Chiamata anche tradizionale, classica e binaria, la logica bivalente 

nasce oltre duemila anni fa, esattamente quando alcuni filosofi 

dell’antica Grecia iniziarono a parlarne e a formulare ipotesi. 

Il termine “LOGICA” deriva difatti dalla parola greca “logos” 

ragione. L’idea del logos risale ad Eraclito (540-480 a. C.) e racchiude 

in se alcuni diversi significati fondamentali, facendosi portavoce di 

una verità: il logos è il principio universale attraverso il quale tutte le 

cose sono collegate e tutti gli eventi naturali accadono. 

Alla base del pensiero del filosofo del “PANTA REI” c’era il 

collegamento tra gli opposti: l’universo è composto da coppie di 

opposti (caldo e freddo; salute e malattia) che si alternano e 

combattono l’un l’altro. Ma tale visione degli opposti gli ha permesso 

di sopraffare la natura caotica del mondo, affermando che una cosa 

può essere contemporaneamente vera e falsa, sostenendo, così, che 

l’unità dei contrari è un aspetto indissolubile della realtà e 

“dell’eterno divenire delle cose”: le cose fredde si scaldano, il caldo si 

fredda, l’umido si secca, ciò che è arido s’inumidisce. La realtà è 

dunque un’armonia prodotta dall’equilibrata tensione di forze 

opposte. Comunque potremo dire che esso introdusse la dicotomia 

dell’essere o non essere (vero o falso). 
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Più avanti Parmenide, uno dei giganti del pensiero, nonchè filosofo 

dell’immobilità dell’essere, ne rappresentò il contrario, mentre 

Democrito, appartenente alla scuola degli atomisti, fu il primo a 

dicotomizzare l’universo in atomi neri e bianchi. Platone, invece, 

riempì il suo mondo di forme pure, del rosso, del giusto, della 

triangolarità e così via, passando tutto il suo sapere al suo discepolo 

Aristotele, il quale si dimostrò il vero artefice della logica bivalente, 

sottraendo anche un po’ del suo tempo per l’educazione del suo 

allievo Alessandro Magno, per stendere, quindi, quelle che ritenne 

fossero le leggi dicotomiche (<< o bianco o nero>>) della logica. 
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1.2 LA LOGICA ARISTOTELICA. 

 

Molti non sanno che la cultura del mondo occidentale affonda le sue 

radici nell’eccezionale sviluppo che le varie discipline della 

conoscenza umana ebbero nell’età ellenistica, cioè il periodo avanti 

Cristo tra il VI e il II secolo. 

In quei tempi la ricerca scientifica raggiunse risultati cospicui nei 

campi della matematica, della fisica, dell’astronomia e della medicina 

e, per essere ritenute valide, tutte queste discipline erano chiamate a 

rispettare le regole emanate della logica. Esse, difatti, consentirono di 

distinguere, nelle loro strutture formali, i ragionamenti corretti da 

quelli scorretti. 

Aristotele, nato nel 384 a. C., ne è stato senza dubbio il massimo 

esponente. Egli sostenne l’assurdità logica di affermare e negare al 

tempo stesso, e l’impossibilità ontologica che un certo essere sia, e 

contemporaneamente non sia. I suoi principi hanno influenzato in 

modo determinante il metodo scientifico occidentale e hanno lasciato 

in eredità la logica bivalente secondo cui ogni enunciato può essere 

solo vero o solo falso. Nei suoi trattati, fa costante riferimento specie 

a tre principi fondamentali: “Il principio di identità, il principio di 

non contraddizione, e quello del terzo escluso: il primo afferma che 

ogni essere A è uguale a se stesso (A=A); il secondo esclude che il 

medesimo essere A possa, contemporaneamente, e sotto lo stesso 
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rispetto, risultare tanto B quanto non-B; il terzo afferma che A 

risulterà o B o non-B, essendo esclusa qualsiasi altra possibilità”. 

Da allora i tre principi furono riassunti in uno, ben noto come 

principio di non contraddizione e rappresentato come “A o non-A”: 

tale principio, del resto, ha prevaso tutto il pensiero matematico-

scientifico occidentale fino ai giorni nostri. 

Se vogliamo fare un piccolo esempio, lo stesso PC costituisce 

l’invenzione più rappresentativa della nostra era tecnologica: gli 

elementi base dell’elaborazione, infatti, hanno la stessa struttura 

della logica bivalente, utilizzando 0 o 1, presenza o assenza, “A o 

non-A”, meritandosi così l’etichetta di unica logica corretta. 
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1.3 LE DIFFICOLTA’ DELLA BIVALENZA: IL 

CHIAROSCURO. 

 

Occorre evidenziare, però, e questo sarà pertanto l’obiettivo del 

presente paragrafo, come i problemi che le situazioni reali pongono, 

il nostro modo di affrontarle e di pensare abbiano portato a realtà con 

ben poco di bivalente. 

Già da quei tempi, infatti, si erano sempre sollevati dubbi e prodotto 

critiche a riguardo: nell’antica Grecia chiamavamo <<sofisti>> i 

dissidenti del loro tempo; oggi, invece, chiamano <<sofismi>> i 

ragionamenti che troviamo fallaci o stupidi. Lo stesso Platone, un 

giorno, nella sua Accademia, definì l’uomo “un bipede implume” 

creando, così, il giorno dopo una reazione di uno studente sofista il 

quale entrò in classe offrendogli un pollo spennato. 

Zenone a sua volta, si avventurò in un quesito particolare: raccolse 

un granello di sabbia da un mucchio ed iniziò a chiedersi se il 

mucchio era ancora un tale, non riuscendo,però, mai a trovare il 

granello di sabbia che cambiasse il mucchio in un non-mucchio, cioè 

che lo abbassasse da A a non-A. Semmai, continuando a togliere 

granelli di sabbia, sembrava ottenere un mucchio e un non-mucchio, 

A e non-A, lasciandosi nel dubbio. 
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Più avanti nel tempo Bertrand Russell, scoprì il paradosso del 

mentitore di Creta nei fondamenti della matematica moderna. Il 

mentitore di Creta, asserendo che tutti i cretesi erano mentitori, 

domandava se egli stesso aveva mentito: se aveva mentito, non aveva 

mentito, e se non aveva mentito, aveva mentito. Sembrava, così, che 

egli avesse mentito e non-mentito nello stesso istante. 

Sembrerebbe evidente già, grazie a Zenone e a Russell, quindi, quale 

potrebbe essere la via giusta del ragionamento, ma voglio introdurre 

un esempio più semplice, alla portata di tutti, proponendovi di 

prendere in mano una mela. Vi chiedo è una mela? Si. L’oggetto nelle 

vostre mani appartiene agli agglomerati spazio-temporali che 

costituiscono l’insieme delle mele, di tutte le mele di ogni tempo. Ora 

stacchiamone un boccone, mastichiamolo e lasciamo che il nostro 

apparato digerente separi le molecole della mela. L’oggetto che 

abbiamo in mano è ancora una mela? O no? Stacchiamone un altro 

boccone. L’oggetto è ancora una mela? Diamo ancora un altro morso, 

e così via fino a finirla. La mela è mutata da una cosa in una non-

cosa, in nulla. Ma dove ha oltrepassato la linea di demarcazione tra 

mela e non-mela? Quando ne teniamo in mano metà, questa è tanto 

mela quanto non-mela. La mezza mela mette quindi in crisi le 

descrizioni in termini di tutto o niente, ma potremo dire oggi che 

essa è una mela FUZZY, è il grigio o chiaroscuro fra il bianco e il 

nero: il FUZZY è IL CHIAROSCURO. 
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Ma allora potremo ritrovare le stesse domande anche di fronte a noi, 

addirittura ogni giorno guardandoci allo specchio: il viso, i capelli, i 

denti e la pelle sono mutati, mutano impercettibilmente, a livello 

molecolare, proprio sotto il nostro sguardo. Invecchiando, quindi, 

cellula dopo cellula, molecola dopo molecola, cessiamo lentamente di 

essere noi stessi per diventare dei nuovi non-noi stessi. Diciamo in 

qualche modo quindi di essere anche FUZZY. 

A questo punto sembra chiaro quale sia il punto; non bisogna allora 

spaventarsi. Basti pensare, a riguardo, che lo stesso Albert Einstein 

dubitò del principio dicotomico che governava la scienza, la 

matematica, la logica, principio questo che egli stesso aveva 

contribuito a far progredire, esprimendosi così: “Nella misura in cui 

le leggi della matematica si riferiscono alla realtà non sono certe. E 

nella misura in cui sono certe, non si riferiscono alla realtà.” Esso, 

di fatto, apriva ancora di più una falla nel mondo dicotomico della 

scienza e della matematica: il mondo dei numeri non corrisponde al 

mondo che descrive; essi sono diversi; uno è artificiale e l’altro è 

reale; uno è ordinato e l’altro è confuso. Anche Einstein, quindi, era 

andato a finire sui ragionamenti fuzzy, riflettendo proprio sul 

concetto di chiaroscuro. 

Ma matematici e filosofi, già da quei tempi, avevano cercato di 

rappezzare ed imbellettare questi fondamenti vincolati alla 

dicotomia <<bianco o nero>> per sbarazzarsi dei paradossi del 
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<<chiaroscuro>>. Ma il problema è che i paradossi restano così come 

la riflessione su di loro. 
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1.4 LA LOGICA POLIVALENTE. 

 
“La libertà non sta nello 

scegliere tra bianco e nero, 
ma nel sottrarsi a questa 

scelta prescritta.” 
Adorno. 

 

Nel paragrafo precedente si è intuito, quindi, che la gran parte dei 

nostri ragionamenti nella vita quotidiana, si svolgono in condizioni 

d’incertezza. Nel linguaggio naturale si possono riscontrare anche tre 

tipologie d’imprecisione:  

1. Imprecisione dovuta alle generalità: si ha quando un termine 

denuda una molteplicità di oggetti. 

2. Imprecisione dovuta all’ambiguità: si ha quando a un’unica 

espressione fonetica sono abbinati più significati. 

3. Imprecisione dovuta alla vaghezza: si ha quando sono vaghe 

le relazioni tra il linguaggio ed il mondo, per cui i confini delle parole 

non sono netti.  

Queste, a loro volta, spingono a chiederci il perché è stato fatto 

sempre affidamento alla logica bivalente, quando la vita propone, al 

contrario, ragionamenti con base estremamente polivalente. 
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Questo problema, difatti, è presente ancora adesso nel mondo 

occidentale, nonostante la consapevolezza dell’esistenza, a differenza 

di quanto non accorda in quell’orientale: lì è presente un modo di 

ragionare e di vivere la vita diversamente, a causa della divulgazione 

di una cultura particolare, nata addirittura molto prima della nostra e 

che aveva come portavoce Budda. 

Budda visse in India cinque secoli prima di Gesù e due prima di 

Aristotele, e il primo passo del suo sistema dottrinario fu quello di 

sfondare il mondo verbale delle alternative <<o bianco o nero>>, di 

squarciare il velo bivalente e vedere il mondo così com’era, ovvero 

pieno di contraddizioni, di cose e di non-cose, di rose che erano al 

tempo stesso bianche e rosse, di A e non-A. 

Il suo insegnamento fu totalmente orale e la legenda vuole che all’età 

di vent’otto anni, volse le spalle alle ricchezze e al potere del suo 

principato (il padre era un re locale, o “raja “, dell’India nord-

orientale) per non farvi più ritorno. Egli compendiava la sua visione 

del mondo nei seguenti quattro punti:  

1. La vita è dolore. 

2. Il dolore deriva dal desiderio. 

3. Eliminate il desiderio ed eliminerete il dolore. 

4. Vivete una vita modesta, meditate e ciò vi aiuterà ad 

eliminare il desiderio. Non desiderate e non avrete male. 
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Questi punti, a loro volta, sembravano più una pillola intellettuale 

contro la sofferenza che non una religione nata negli anni. Nelle sue 

conservazioni trascritte, inoltre, l’insistenza di Budda su tali punti 

risulta estremamente martellante, tanto da rifiutare addirittura di 

rimanere impaniato nelle parole, e in quello che lo studioso buddista 

D.T. Suzuki descrive come <<il mondo edificato da distinzioni 

intellettuali e da contaminazioni emotive>>, portandolo all’idea 

delle sfumature di grigio e ammettendo l’esistenza dell’A e non-A, 

evitando inizialmente e accuratamente la bivalenza artificiale che 

sorge nelle lingue naturali, come il termine di negazione <<non>> 

donde la frase famosa: << la non mente non pensa nessun pensiero 

su nessuna cosa>>. 

Budda sembrerebbe, quindi, essere stato il primo grande pensatore a 

rigettare completamente il mondo dicotomico della bivalenza: ciò, 

pertanto, richiese una grande penetrazione, libertà di spirito e tenacia 

specie in un’epoca in cui non c’era l’ausilio di alcuna analisi formale, 

e condusse alla costruzione di una filosofia personale fondata sulla 

negazione della bivalenza, fornendo anche un notevole contributo 

per poter vedere più chiaramente il mondo delle correlazioni, 

gettando luce sul destino dell’uomo, e trasformando quindi, quella 

visione del mondo in bianco e nero, vero o falso, che abbiamo in 

occidente, in sfumature di grigio e in affermazioni di metà vero e 

metà falso, tipiche del mondo orientale. 
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Oggi, questi insegnamenti costituiscono la base del pensiero orientale 

e sono diffusi in Cina, Giappone, Corea ed altri paesi ancora dove le 

riflessioni sulle contraddizioni sono strumenti praticati ancora nelle 

scuole buddiste. Il buddista famoso Ibidem scrisse: “Poiché la 

natura di Budda è nell’animo di ciascuno di noi, l’illuminazione ed 

il nirvana sono in noi stessi, e dentro di noi dobbiamo cercarli, 

attraverso l’ascetismo e la meditazione. Quest’ultima non deve 

essere condizionata ad alcun risultato pratico particolare, deve 

essere cioè senza intenzione, priva di ogni attaccamento sia pure 

verso Budda. Perché fosse astratto da ogni contesto affettivo o 

struttura logica, il pensiero veniva concentrato su paradossi senza 

tempo”. 

Questa riflessione ci fa capire, quindi, che il terreno culturale creato 

da Budda ha permesso, nell’area in cui si è diffuso, la formazione di 

una mentalità predisposta alla polivalenza, all’osservazione, alla 

considerazione della realtà nelle varie sfumature e nella sua 

indeterminatezza, principi questi propri della logica fuzzy. 
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1.5 BIVALENZA CONTRO POLIVALENZA. 

 

Dopo aver puntualizzato le due colonne portanti di questo studio, 

ora potremo confrontarle per darci un’idea chiara della problematica 

con cui abbiamo a che fare. 

Come già detto, dietro i nostri istinti bivalenti c’è la logica di 

Aristotele dove ci aspettiamo che ogni enunciato <<ben formato>> 

sia vero o falso, non più o meno vero o alquanto falso, A o non-A. 

Questa <<legge del pensiero>> sottende il linguaggio, 

l’insegnamento e i pensieri. Perfino il filosofo esistenzialista Soren 

Kierkegaard nel 1843 intitolò il suo libro sulla decisione e la libertà 

della volontà Aut-aut, dove l’uomo gli appariva come uno schiavo 

cosmico delle sue scelte binarie: fare o non fare, essere o non essere. 

Ma per ogni filosofia o religione che si rispetti c’è sempre un 

<<cattivo>>, o un diavolo, che bisogna evitare o distruggere nella 

bivalenza: la contraddizione A e non-A. 

Nella logica bivalente una contraddizione implica qualsiasi cosa e 

consente di dimostrare e confutare qualsiasi enunciato. I matematici, 

ad esempio, esaminano attentamente i lori assiomi per evitare che 

implichino enunciati che si contraddicano l’un l’altro anche se finora 

nessuno ha dimostrato che gli assiomi della matematica moderna 

non conducono a enunciati che si contraddicano fra loro. Non è detto 

che domani le cose stiano ancora così e la struttura della matematica 
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moderna potrebbe crollare lasciando, nel frattempo, continuare le 

fobie e le paranoie. Cosicché nella scienza c’è scarsa tolleranza per 

vedute che ammettano contraddizioni, che ammettano 

sovrapposizioni fra ciò che le cose sono e ciò che esse non sono. La 

logica fuzzy affronta in pieno questa intolleranza la cui proprietà 

comincia dove iniziano le contraddizioni, dove A e non-A valgono in 

una certa misura. 

È il misticismo orientale ad offrire gli unici grandi sistemi dottrinali 

che accettano le contraddizioni, sistemi che funzionano sulla base 

dell’A e non-A, dello yin e dello yang. Quindi, alla base dello scontro 

fra bivalenza e polivalenza, c’è un’equazione di cui la bivalenza nega 

l’esistenza, mentre la polivalenza dice che esiste in una certa maniera 

(solo nei casi estremi vale totalmente o non vale affatto): tale 

equazione viene chiamata equazione appunto yin-yang. 

A = non-A 
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In logica essa indica bicondizionalità: A implica non-A, e non-A 

implica A, cioè la tazza mezza vuota implica che la tazza è mezza 

piena e viceversa. […] 
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1.6 I FILOSOFI RUSSELL, LUKASIEWICZ E BLACK. 

 

Ma parlando in termini calcistici, chi ha effettuato l’assist per 

ottenere la finalizzazione di questa logica? Chi, in occidente, è 

riuscito ad avere una mentalità polivalente, nonostante le difficoltà 

descritte nei paragrafi precedenti? Si tratta precisamente di 

RUSSELL, LUKASIEWICZ e BLACK. 

Il contributo di RUSSELL alla nascita della logica fuzzy consiste 

nell’aver scoperto l’esistenza di proposizioni paradossali anche in 

ambito matematico. Il paradosso di RUSSELL può essere formulato 

nel seguente modo:  

“Una volta definito l’insieme A come insieme di tutti gli insiemi che 

non contengono se stessi, chiediamoci se A contiene o no se stesso 

come elemento. Se rispondiamo positivamente (A contiene se stesso 

come elemento) finiamo per smentire la stessa definizione di A; ma 

anche rispondendo negativamente (A non contiene se stesso come 

elemento) provochiamo una contraddizione perché neghiamo che A, 

non includendo se stesso, sia l’insieme di tutti gli insiemi che non 

contengono se stessi.” 

Che il quesito sfugga a qualsiasi soluzione ben definita è fin troppo 

evidente. Il modo fuzzy per risolvere la questione è quello di 

infrangere la legge del terzo escluso, ossia di ammettere che nessuna 
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delle due risposte sarà mai completamente vera o completamente 

falsa, perché entrambe sono vere al 50%. Asserire l’esistenza di un 

insieme che contiene e non contiene i suoi elementi vuol dire mirare 

le fondamenta della teoria classica degli insiemi, secondo cui una 

classe può o meno contenere gli elementi. Poiché, poi, il concetto di 

<<classe>> rappresenta il fondamento della matematica moderna, ne 

deriva che la soluzione fuzzy mette in discussione tutti i settori della 

matematica, non uno in particolare. 

Certamente il paradosso di RUSSELL ha comportato il fallimento 

della logica bivalente in ambito matematico, perché ha mostrato 

come la logica classica possa condurre a conclusioni paradossali 

anche e proprio in quella disciplina (la matematica) fino ad allora 

considerata libera da contraddizioni e da incertezze. Ma questo non 

giustifica affatto coloro che sostengo che RUSSELL sia stato un 

precursore della logica fuzzy. Risulta difficile sostenere che sia stato 

il primo a dare una soluzione fuzzy al paradosso: egli, infatti, andò 

ad imbattersi, suo malgrado, nell’insieme di tutti gli insiemi che non 

contengono se stessi, e tentò di risolvere il quesito proponendo una 

soluzione, quella della teoria dei tipi logici, che seguiva le regole 

della logica bivalente, fondata sull’introduzione di livelli gerarchici 

fra insiemi. La restrizione imposta da questa teoria permise, quindi, 

di evitare i paradossi, come quello di RUSSELL, perché enunciati del 

genere erano semplicemente privi di senso. 
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Condividiamo, quindi, l’idea che il paradosso possa essere stato uno 

stimolo a cercare risposte al di fuori della logica aristotelica, ma non 

ci sembra opportuno mettere in discussione la fedeltà di RUSSELL 

alla logica bivalente, visto che da quest’ottica egli non si è mai 

allontanato. 

 Il logico polacco JAN LUKASIEWICS, invece, permise di divenire 

sempre più reali i principi riportati alla fine del paragrafo 1.4: egli, 

difatti, sosteneva una logica a più valori, ma finiti, dove si 

conoscevano le modalità. LUKASIEWICS riteneva, quindi, che la 

nozione di <<possibilità>> poteva anche rivestire un ruolo centrale: 

lo dimostra, ad esempio, il fatto che l’origine del sistema trivalente (0; 

½, 1) risiede in alcune sue ricerche sulle proposizioni modali 

(enunciati che ruotano attorno alla nozione di possibilità), e che il 

terzo valore, ½, introdotto nella nuova logica, viene proprio 

interpretato come <<possibilità>>. Il sistema di regole che stabilisce 

le relazioni fra i tre valori logici (0; ½; 1) fu, pertanto, progettato in 

modo da avvicinarlo il più possibile a quello della logica bivalente, 

somiglianza questa che assunse grande significato perché anticipò 

quel rapporto che ha poi legato gli insiemi sfuocati a quelli ordinari. 

La logica trivalente promossa da LUKASIEWICS ha rappresentato, 

quindi, un riferimento teorico importante per la teoria degli insiemi 

sfuocati. Peraltro, anche se il logico polacco si concentrò 

prevalentemente sulla logica a tre valori, per lui fu evidente la 
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possibilità di introdurre infiniti livelli intermedi di verità, così come 

gli apparve chiara la portata rivoluzionaria di questa nuova logica. 

In un brano di IAN STEWART (1993), estratto da una rivista di 

divulgazione scientifica egli si esprimeva così:  

<<Invece di due soli valori di verità, 1 per un enunciato vero e 0 per 

uno falso – disse Lukasiewicz – io sono pronto a prendere in 

considerazione mezze verità con valore di verità 0,5 o quasi falsità 

con valore 0,1… in generale un numero qualsiasi compreso tra 0 e 

1>>. 

<<E perché mai si dovrebbe fare una cosa del genere?>> chiesi 

stupefatto. 

Lukasiewicz sorrise. <<Supponi che io dica che il presidente del club 

sembri Charlie Chaplin. Ti sembra che sia vero?>> 

<<Naturalmente no!>> 

<<Nemmeno nei piedi?>> 

<<Beh, in effetti…>> 

<<Allora non è nemmeno completamente falso.>> 

<<D’accordo: assomiglia un pochino a Chaplin.>> 

Lukasiewicz si piegò verso di me. Aveva occhi decisamente penetranti. 

<<Quanto gli assomiglia?>> 
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<<Circa il quindici per cento, direi.>> 

<<Bene allora la mia affermazione “Il presidente del mio club 

assomiglia a Charlie Chaplin” è vera per il quindici per cento. In 

logica sfumata ha un valore di verità pari a 0,15.>> 

<<Ma questo significa giocare con le parole! Non ha alcun senso!>> 

Lukasiewicz mi strinse il braccio. <<Oh, si che ce l’ha: serve a risolvere i 

paradossi.>> 

Questo colloquio permette così di intuire cosa significhi pensare in 

termini fuzzy, ma ovviamente non basta riportare un simile 

aneddoto per trasmettere il significato di tale logica, ci vorrebbe ben 

altro: tutto ciò che permise di aprire nuovi orizzonti ad altri studiosi. 

Per quanto ci riguarda, però, l’anticipazione più significativa fu 

quella del filosofo MAX BLACK (1937) che, per primo, concepì l’idea 

degli insiemi fuzzy, esponendo questa sua proposta nel saggio 

pubblicato sulla rivista Philosophy of Science. In quell’occasione 

BLACK si occupò della imprecisione del linguaggio, sostenendo che 

la vaghezza di un termine emerge quando <<esso dà luogo a “casi di 

confine”, ad esempio individui in riferimento ai quali sembra 

impossibile sia applicare, sia non applicare il termine>>. Egli 

indicava anche due tecniche attraverso le quali stimare la vaghezza 

di un termine: una basata sull’incertezza provata da un singolo 

giudice di fronte all’opportunità di applicare un certo termine L ad 
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un dato oggetto xi (ad esempio il termine <<sedia>> ad un ceppo di 

legno), ed una consistente nel misurare la dispersione delle decisioni 

di un certo numero di giudici sull’opportunità di applicare il termine 

L all’oggetto xi . Questa seconda strategia fu poi utilizzata dall’autore 

stesso per costruire il primo insieme sfuocato della storia della logica 

fuzzy.  

L’idea di BLACK, quindi, consisteva su come la vaghezza di un 

termine L potesse essere descritta riportando la lista dei valori 

assunti dalla concordanza dell’applicazione di L per ogni membro x 

della serie S, oppure, più efficacemente, attraverso una 

rappresentazione grafica dei valori assunti dalla concordanza. La 

concordanza dell’applicazione di L ad un oggetto xi andava misurata 

nel seguente modo: sia m il numero di volte in cui i giudici hanno 

deciso che L si applica all’oggetto in esame, ed n il numero di volte in 

cui i giudici hanno deciso che L non si applica all’oggetto in esame. 

Allora la concordanza di L all’oggetto xi  è pari al limite a cui tende il 

rapporto m/n quando, sia il numero di volte in cui si è discriminato xi 

rispetto ad L sia il numero dei giudici, aumenta all’infinito. 

Chiaramente la concordanza, così definita, è in funzione sia della 

vaghezza del termine L, sia dell’oggetto xi in esame; di conseguenza 

anche il profilo di concordanza di L dipenderà dagli oggetti che 

compongono la serie. La spezzata riportata nel grafico sottostante 

descrive il consistent profile dell’applicazione di L alla serie S. La 

curva di BLACK, che rappresenta il primo insieme fuzzy mai 
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costruito, aveva uno scopo dimostrativo, motivo per cui si basa su 

una piccola serie di dieci oggetti. Tuttavia lo stesso autore sosteneva 

che il numero degli oggetti della serie dovesse essere molto maggiore 

di dieci, in modo da far approssimare la spezzata ad una dolce curva: 

<<a smooth curve having continuous gradient>>. La forma assunta 

dalla curva di concordanza fornisce, così, un’idea della vaghezza dei 

termini, senza dimenticare, ovviamente, che la sua forma dipende sia 

dai giudici interpellati, sia dagli oggetti che compongono la serie. 

Nonostante il lavoro di BLACK sia rimasto quasi sconosciuto, egli è 

stato un vero precursore della logica fuzzy poiché, oltre ad aver 

concepito per primo l’idea degli insiemi sfuocati, ha anche suggerito 

una strategia per la costruzione di curve fuzzy, nient’affatto lontana 

da quelle indicate oggi. 
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Ora l’unica cosa che rimane da chiedersi è la seguente: cosa si può 

intendere esattamente per logica fuzzy? Quest’espressione, così in 

voga negli ultimi anni, può essere intesa, in senso stretto, come un 

sistema logico concepito come sviluppo naturale della logica a valori 

multipli, in senso ampio, come l’equivalente della <<teoria degli 

insiemi fuzzy>>. Anche se entrambi i significati sono legittimi, oggi 

l’espressione <<LOGICA FUZZY>> viene utilizzata principalmente 

nel senso più vasto del termine. Di conseguenza, parlare oggi di 

logica fuzzy significa alludere alla teoria degli insiemi fuzzy e alle 

sue vaste applicazioni. 
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1.7 LA LOGICA FUZZY. 

 
 

“La logica classica è come una 
persona che viene ad un party in abito 

nero, camicia bianca inamidata, 
cravatta nera, scarpe lucide e così via, 
mentre la logica fuzzy è un po’ come 

una persona vestita informalmente, in 
jeans, maglietta e scarpe da tennis. 
Nel passato questo abito informale 

non sarebbe stato accettabile. Oggi le 
cose vanno pressappoco all’opposto.” 

Lofti A. Zadeh. 

 

Gli studiosi italiani che si sono occupati di questa logica e/o dei suoi 

risvolti applicativi sono piuttosto concordi nel dire che non esiste 

nella nostra lingua un vocabolo che sia in grado di esprimere 

pienamente il significato del termine inglese fuzzy. Letteralmente, 

infatti, gli corrispondono i termini <<coperto di lanugine>>, 

<<peloso>>, <<crespo>> o <<sfrangiato>>, ma l’inadeguatezza di 

simili traduzioni ha spinto a cercare vocaboli più appropriati, quali 

<<sfumato>>, <<sfuocato>>, <<indistinto>>, <<confuso>> o 

<<chiaroscurale>>. Dobbiamo ammettere, tuttavia, che nessuna di 

queste espressioni è in grado di sostituire il termine fuzzy in tutti i 

contesti e che nessuna di esse possiede quel significato ironico, 

proprio del termine inglese, che ha consentito di rilanciare un settore 

della logica fino ad allora definito da aggettivi più moderati. 
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Ma il vero padre di tale termine, e logica, fu esattamente il famoso 

ingegnere LOTFI A. ZADEH, a cui và attribuito il merito di aver 

utilizzato, per la prima volta, le basi della matematica fuzzy e lo 

stesso termine, con la pubblicazione dello storico articolo Fuzzy Sets, 

apparso poi, nel 1965, sulla rivista Information and Control. 

Egli, allora Direttore del Dipartimento d’Ingegneria Elettrica 

dell’Università Di Berkeley, riuscì, grazie agli assist ricevuti dai 

filosofi RUSSELL, LUKASIEWICZ e BLACK, a proporre un quadro 

concettuale e una notazione matematica adatta a trattare gli insiemi 

fuzzy. 

Sebbene esistessero dei precedenti storici, la ripresa con energia di 

temi non nuovi riorganizzati sotto l’aggettivo politicamente ben 

scelto di fuzzy, ne fece un lavoro assolutamente originale e destinato 

a lasciare un segno. Nonostante ZADEH occupasse una delle più alte 

cariche in ambito accademico, il suo lavoro produsse una reazione 

mista: alcuni matematici, infatti, accolsero con entusiasmo le nuove 

idee; ma la maggior parte delle reazioni, però, si raggruppava tra lo 

scetticismo e l’aperta ostilità. Venticinque anni dopo, lo stesso 

ZADEH così si espresse:  

“La tradizione cartesiana del rispetto per ciò che è quantitativo e 

preciso, e il disprezzo per ciò che è qualitativo e impreciso è troppo 

radicata per essere abbandonata senza resistenza. L’assunto di base 

di questa tradizione è stato espresso sinteticamente da Lord Kelvin, 
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uno tra i più eminenti intelletti del diciannovesimo secolo, nel 1883. 

Egli scrisse: Nelle scienze fisiche un primo essenziale passo nella 

direzione di apprendere una qualche materia è quello di trovare 

principi di calcolo numerico e metodi praticabili per misurare alcune 

qualità ad essa connesse. Spesso affermo che quando puoi misurare 

quello di cui stai parlando ed esprimerlo in numeri, allora conosci 

qualcosa di esso; ma se non puoi misurarlo, se non puoi esprimerlo 

in numeri, la tua conoscenza è di un tipo insoddisfacente: potrebbe 

essere l’inizio della conoscenza, ma nei tuoi pensieri sei appena 

approdato allo stato di scienza, di qualunque questione si tratti.” ( 

Zadeh 1990) 

Quello che ZADEH vuole quindi dirci è che anziché adattare il 

mondo alla precisione dei nostri strumenti di rivelazione, occorre 

adattare quest’ultimi al mondo. Detto altrimenti, se la logica binaria 

(e quindi il principio della mutua esclusività) ci costringe ad una 

precisione artificiosa, facciamo ricorso ad un requisito meno 

stringente e più generale, che tenga conto della vaghezza (Fuzzyness) 

del mondo reale. Gli assunti alla base della proposta di ZADEH sono 

due: il mondo reale è impreciso e vago; egli propone una notazione 

logico-matematica che chiama <<Logica Fuzzy>>, che codifichi 

l’imprecisione del mondo reale e l’incertezza del nostro giudizio su 

di esso. Ogni volta in cui ci troviamo a lavorare con quelle che egli 

definisce <<variabili linguistiche>>, ovvero con variabili categoriali, 

ordinate o meno, infatti, incontriamo serie difficoltà a tradurne le 
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modalità in insiemi dai contorni precisi, cui gli oggetti possano essere 

assegnati senza ambiguità. <<Giovane>>, <<non molto giovane>>, 

<<di mezza età>>, ecc. sono etichette verbali che corrispondono ad 

insiemi sfumati, caratterizzati cioè da funzioni d’appartenenza non 

binarie. La funzione d’appartenenza degli insiemi che rispettano il 

requisito della mutua esclusività può assumere solo due valori (0 se 

l’oggetto non appartiene all’insieme, 1 se vi appartiene); l’analoga 

funzione fuzzy può invece assumere qualsiasi valore compreso tra 0 

e 1. In questo modo, una persona che giudichiamo <<abbastanza 

giovane>> appartiene, poniamo, per lo 0,70 alla classe dei giovani e 

per lo 0,30 a quella dei non giovani. Secondo la Logica Fuzzy, 

<<giovane>> e <<non giovane>> sono i poli di un continuum tra i 

quali esistono molte gradazioni; anziché tracciare un confine netto tra 

A e non-A (giovane e non-giovane) in corrispondenza di un punto 

scelto in modo più o meno arbitrario, la Logica Fuzzy traccia una 

curva, che descriva come la proprietà <<essere giovane>> passi 

gradatamente dal manifestarsi in grado pieno al non manifestarsi 

affatto: (fig. 1) 
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L’appartenenza binaria è un caso speciale dell’appartenenza fuzzy: 

quando sopprimiamo ciò che sta in mezzo ai due poli (giovane-non 

giovane) otteniamo le due classi individuate dalla logica binaria. 

Nell’esempio della figura, più la pendenza della curva tra 25 e 45 è 

rapida, più ci si approssima al principato del terzo escluso, il criterio 

d’appartenenza fuzzy si trasforma, così, nel criterio d’appartenenza 

binaria. 

L’idea, però, che diede particolare importanza a ZADEH va ritrovata 

nel massimo contributo, che lo stesso fornì alla matematica 

introducendo, quale nuovo approccio nei confronti di tale disciplina, 

proprio gli insiemi fuzzy, teoria questa che fu sviluppata solo più 

tardi: mentre i suoi colleghi, infatti, usavano sempre più una 

matematica specialistica e studiavano sempre più a fondo i sistemi 

complessi in ingegneria, economia, meteorologia e biologia, ZADEH 

fece un passo indietro, accorgendosi che quanto più complesso 

diventava il sistema tanto minore era il significato degli enunciati 

precisi. Scoprì, cioè, quello che più avanti chiamò il principio di 

incompatibilità: più cresce la precisione, più decresce l’aderenza alla 

realtà. Nel 1962 ZADEH propose quest’innovazione radicale 

nell’articolo intitolato From Circuit Theory to System Theory 

pubblicato in <<Proceedings of the IRE>>, la principale rivista 

d’ingegneria del tempo. Fu qui che lo stesso introdusse il termine 

<<fuzzy>> per la polivalenza, mentre per la verità, stette quasi per 

preferire a <<fuzzy>> il termine <<nebuloso>>:  
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“C’è una divergenza molto vasta fra quelli che si potrebbero 

considerare oggi i teorici di sistemi <<animati>> e i teorici di 

sistemi <<inanimati>>, e non è affatto certo che si tratti di una 

divergenza destinata a ridursi, e ancor meno a scomparire, nel 

prossimo futuro. Ci sono alcuni che ritengono che questa divergenza 

rifletta la strutturale inadeguatezza della matematica tradizionale-

la matematica di punti, funzioni, insiemi, misure di probabilità ecc. 

ben definiti-a far fronte all’analisi dei sistemi biologici; e che, per 

avere a che far realmente con tali sistemi, che rappresentano 

generalmente ordini di grandezza più complessi dei sistemi ideati 

dall’uomo, ci occorra una specie di matematica radicalmente 

differente, ossia una matematica adatta a quantità FUZZY o 

nebulose, che non sono descrivibili in termini di distribuzioni di 

probabilità. In realtà, la necessità di siffatta matematica sta 

diventando sempre più evidente anche nell’ambito dei sistemi 

inanimati poiché nella maggior parte dei casi pratici sia dati che i 

criteri a priori, coi quali si giudicano le operazioni di un sistema 

ideato dall’uomo, sono ben lontani dall’essere precisamente 

specificati o dal possedere distribuzioni di probabilità conosciute 

con accuratezza.” 

[…] A differenza di quasi tutti gli altri appartenenti al campo 

dell’ingegneria, una conoscenza approfondita della logica 

polivalente. Il risultato fu che unì le due discipline e ne trasse la 

teoria degli insiemi fuzzy. Disponeva ora di un nuovo strumento con 



 35

cui lavorare: aveva l’insieme fuzzy, infatti, come un pezzo di buon 

senso, anche se, avrebbe potuto usare un’altra teoria 

dell’indeterminazione per enunciare la stessa cosa, ma a sua 

disposizione ormai aveva la teoria della polivalenza che contribuì 

alla nascita dell’insieme fuzzy. 
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1.8 PROBABILITA’ E FUZZY PENSIERO. 

 
“Alcuni sostengono che tutto quello che può essere fatto 
con la logica fuzzy può essere fatto anche con la teoria 
della probabilità. Quest’affermazione è un caso speciale di 
quella più generale per cui tutto quello che può essere fatto 
con il metodo A si può fare con il metodo B. Un buon 
esempio di tale affermazione è il seguente: tutto ciò che si 
può mangiare col cucchiaio, per esempio una zuppa, lo si 
può mangiare con la forchetta. È vero. Il solo problema è 
che ci impieghi un sacco di tempo e puoi perdere la 
pazienza.” 

Lofti A. Zadeh 

Il calcolo delle probabilità si basa essenzialmente su una logica di 

natura bivalente; infatti quando noi parliamo di probabilità non 

facciamo altro che attribuire ad un certo evento un numero 

complesso tra zero ed uno che rappresenta la possibilità che l’evento 

stesso si verifichi; la sua natura, però, è bivalente, o si o no, o accade 

o non accade, cioè non esistono scelte intermedie. La probabilità 

interviene ogni qualvolta ci si trovi di fronte ad incertezza dovuta a 

mancanza di dati, di informazioni, ecc., situazioni queste in cui gli 

eventi non hanno una natura deterministica bensì sono governati 

dalla casualità, da forme oscure che ne impediscono la 

determinazione a priori. 

Nella logica fuzzy il mondo è caratterizzato da completa vaghezza ed 

incertezza; più aumentano le informazioni, più emerge la natura 

fuzzy delle cose, risulta pertanto maggiore la quantità di dati che ci 
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consentono di fissare la sfumatura mediante la quale gli insiemi si 

sovrappongono: tale tipo di logica, infatti, elimina i confini che 

segnano dove una cosa cessa di essere quella cosa. La probabilità, per 

contro, si dissolve quando i dati noti diventano numerosi, gli oggetti 

sono e non sono, appartengono e, allo stesso tempo, non 

appartengono ad un insieme, ma tutti in una certa misura. 

A ciascun elemento attribuiamo un valore, sempre compreso tra zero 

e uno, che esprime l’appartenenza ad un determinato insieme fuzzy. 

Tale valore non rappresenta una probabilità, non fa riferimento al 

verificarsi o meno dell’evento stesso, bensì indica la misura di un 

fatto deterministico, ma “vago” in una certa misura, che risponde, 

non ad una natura bivalente, bensì polivalente, con infiniti gradi di 

appartenenza tra 0 e 1. 

[…] la maggior critica che abbia incontrato la logica fuzzy, cioè quella 

di essere una “probabilità mascherata”, cade rovinosamente e, per 

dimostrare che questo è vero, basti distinguere i due concetti di 

casualità fuzziness. Infatti, mentre il primo ha a che fare con 

l’incertezza riguardo l’appartenenza di un oggetto ad un insieme non 

fuzzy, e comunque rientra all’interno del ragionamento bivalente, il 

secondo si riferisce a quel genere di imprecisione associata a gradi 

intermedi tra la completa appartenenza e la non appartenenza, 

facendo riferimento ad una logica ad infiniti valori. 
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CAPITOLO II 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

NUMERI E INSIEMI FUZZY 

 

 

 

 

 

 

 
“Tutto è questione di misura” 

Anonimo. 
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2.1 IL CUBO DI RUBIK 

 

Il cubo di Rubik è la prima immagine che coglie al meglio le relazioni 

fra polivalenza fuzzy e bivalenza, introdurlo nel quinto paragrafo 

non sarebbe stato errato, ma poiché introduce anche le prime cifre, 

ho deciso di parlarne in questo capitolo per poter avere un approccio 

migliore con il mondo numerico fuzzy. 

Esso, infatti, non è altro che un cubo tridimensionale dove ognuna 

delle sei facce rappresenta, a sua volta, un cubo bidimensionale, o un 

quadrato solido, e ognuno dei dodici spigoli rappresenta un cubo 

monodimensionale, o una linea retta numerata, come mostrato nella 

seguente figura:  
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Possiamo esemplificare la cosa con l’esempio di una mela. 

Consideriamo tre mele rosse. Quanti sottoinsiemi delle tre mele 

esistono? Ce ne sono otto, rispettivamente costituiti da tutte e tre le 

mele, da tre coppie, da tre singole, da nessuna mela (l’insieme vuoto). 

Anche il cubo di Rubik ha otto angoli o vertici, sembra una 

coincidenza ma non lo è, essa è una correlazione, che in matematica, 

viene chiamata <<isoformismo>>, cioè i due oggetti hanno la 

medesima struttura o morfologia. 

Ora pensiamo ad ogni terna di spigoli perpendicolari del cubo come 

alle misure della lunghezza, della larghezza e dell’altezza, oppure 

possiamo pensare ai tre spigoli come alle misure della gradazione di 

rosso delle tre mele. Ciascuno spigolo perpendicolare rappresenta un 

valore, dallo 0% al 100%, di rossezza, ovvero da 0 a 1, cioè dal non-

rosso al rosso pieno. Se limitiamo tale rossezza agli estremi bivalenti 

di 0 o 1, abbiamo otto combinazioni di zeri ed uno ai vertici del cubo. 

Questi stanno per la completa rossezza, o non-rossezza, di una mela; 

la stringa binaria (1 0 1), ad esempio, significa che la prima e la terza 

mela sono al 100% rosse mentre la seconda mela è non-rossa al 100%, 

così come la stringa binaria (0 0 0) significa che nessuna mela è rossa, 

ossia rappresenta l’insieme vuoto delle mele rosse. Se consideriamo 

ora il cubo, possiamo vedere anche come utilizzare le leggi 

aristoteliche della logica dicotomica: le diagonali lunghe (le linee 

tratteggiate), infatti, congiungono i vertici opposti e, secondo quanto 

illustrato nella figura, una diagonale lunga congiunge (0 0 1), ovvero 
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l’insieme la cui terza mela è rossa, con (1 1 0), ovvero con l’insieme di 

cui la prima e la seconda mela soltanto sono rosse; per ottenere gli 

opposti bivalenti, quindi, basta sostituire gli uno con gli zeri e 

viceversa sarà valida la legge del terzo escluso (A o non-A), 

stendendo le liste di bit (0 0 1) e (1 1 0) una accanto all’altra e 

prendendo il valore bit più grande nei posti corrispondenti, in modo 

da ottenere la lista di bit unione (1 1 1): (0 0 1) o (1 1 0) = (1 1 1), ogni 

mela rossa si troverà  o nel primo o nel secondo insieme di mele, cosa 

questa che potrà essere ottenuta anche sommando i valori bit 

corrispondenti. Si potrà, però, verificare anche il caso in cui sarà 

valida la legge della non contraddizione (A e non-A): se si prende, 

infatti, il valore bit più piccolo nei posti corrispondenti di (0 0 1) e (1 

1 0), si ottiene l’insieme vuoto (0 0 0): (0 0 1) e (1 1 0) = (0 0 0), così che 

nessuna mela stia sia nel primo che nel secondo insieme di mele, cosa 

questa che si potrà ottenere anche moltiplicando i valori bit 

corrispondenti. 

Tornando al cubo, però, se gli insiemi bivalenti si collocano nei suoi 

vertici, che cosa c’è nel suo interno? Ovviamente gli insiemi fuzzy o 

polivalenti, nei quali le mele sono rosse soltanto in una certa misura 

fra 0 e 1: l’insieme fuzzy (0 0 ¾), ad esempio, è quello nel quale è 

presente soltanto la terza mela rossa e questa inoltre è rossa soltanto 

al 75%; l’insieme delle mele mezzo rosse (½  ½ ½ ), invece, si colloca 

nel punto medio del cubo fuzzy. Quest’insieme non solo è uguale al 

suo opposto, l’insieme delle mele mezzo non-rosse, ma esso si trova, 
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da solo, alla stessa distanza da tutti gli otto vertici del cubo. Non si 

può, quindi, arrotondare il punto medio al vertice più vicino, 

essendo ogni vertice lontano e vicino in egual misura. 

Consideriamo ora il seguente e semplice esempio: due persone, 

ciascuna delle quali alza la mano per rispondere alla domanda se 

sono o meno contente del loro lavoro. Nel caso estremo della logica 

dicotomica di Aristotele quattro sono le possibili risposte, 

precisamente: 

1. Entrambe le mani si alzano completamente. 

2. Entrambe le mani restano giù. 

3. La prima mano si alza e la seconda resta giù. 

4. La prima mano resta abbassata e la seconda si alza. 

I quattro casi bivalenti sopra enunciati corrispondono alle quattro 

coppie di valori bit: (1 1),(0 0),(1 0) e (0 1). Il cubo tridimensionale ha 

perso, così, una dimensione, divenendo un cubo bidimensionale, 

ovvero un singolo quadrato:  
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Le risposte fuzzy, invece, riempiono il resto del quadrato; ad 

esempio, la risposta fuzzy (1/3, 3/4) non è altro che una serie di fits 

(fuzzy units) piuttosto che di bit: la prima persona, infatti, in tal caso, 

alza la mano solo parzialmente, ovvero circa il 33,3%, precisamente il 

suo lavoro le dispiace più di quanto le piacce. La seconda persona 

alza la mano al 75%, ovvero il suo lavoro le piace più di quanto le 

dispiacce:  

 

La risposta opposta sembrerebbe, quindi, (2/3 1/4), dove accade che 

alla prima persona piace il suo lavoro più di quanto le dispiacce, 

mentre alla seconda dispiace il suo lavoro più di quanto le piacce. Se, 

però, la lettera A rappresenta il primo insieme fuzzy (1/3 3/4), allora 

non-A indica il suo opposto (2/3 1/4). Ma allora che cosa ne delle 

leggi di Aristotele? Non varrà più non solo la legge dell’<<aut aut>>, 

ovvero A o non-A sarà uguale a (2/3 3/4), cioè mancherà l’estremo 

bivalente (1 1), ma anche la legge di non contraddizione, cioè A e 

non-A sarà uguale a (1/3 1/4) e non a (0 0), ovvero all’insieme vuoto. 

Aristotele, quindi, ha perso un po’ di terreno su Budda, anche se poi 

non è sempre così, potendo verificarsi anche la situazione opposta. Se 
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tracciamo ora questi quattro punti all’interno del cubo fuzzy, 

possiamo subito constatare che essi definiscono un quadrato interno, 

denominato <<delineazione del quadrato fuzzy>>, riportato nella 

seguente figura: 

 

Nella misura in cui le risposte alla domanda diventano meno fuzzy, 

il quadrato interno si allarga verso gli angoli non fuzzy. Nel caso 

estremo, se seguiamo il metodo bivalente e arrotondiamo le risposte 

fuzzy (1/3 3/4) ai valori bit più vicini, otteniamo (0 1), ovvero 

l’angolo superiore sinistro: in tal caso il quadrato interno raggiunge 

gli angoli del cubo ed Aristotele domina. La scienza e la matematica 

moderna si fermano esattamente a questo caso raro di risposte tutte 

bianche o nere, dove il filosofo greco viene bloccato agli angoli. 

Tentiamo ora di far diventare le risposte più fuzzy: supponiamo, 

infatti, che le persone sollevino le mani più o meno a mezza altezza; 

il quadrato interno, che ha per angoli A, non-A, A o non-A, A e non-

A, si restringerà, in tal caso, verso il punto medio; la stessa cosa 
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accadrebbe se, invece di due, le persone in considerazione fossero 50 

o 100: in tal caso, però, si parlerebbe di <<ipercubi>> a molte 

dimensioni: il cubo relativo a cinquanta persone, ad esempio, ha 250 

vertici mentre il cubo relativo a cento persone avrà 2100 vertici; 

entrambi i cubi, però, hanno esattamente un solo punto medio che è 

l’unico, fra tutti i punti del cubo, a giacere alla stessa distanza da ogni 

vertice. 

Quanto più le risposte diventano fuzzy, quindi, tanto più A o non-A 

somiglia ad A e non-A e il quadrato si restringe; nel caso estremo in 

cui ogni mano si alza soltanto al 50% e ciascuna persona è contenta 

tanto quanto è scontenta del proprio lavoro, il quadro interno 

collassa nel punto medio. Allora, e solo allora, l’equazione yin-yang 

vale al 100% all’interno del cubo, dove la cosa A è uguale alla sua 

opposta non-A: A = A o non-A = A e non-A = non-A. 

Nel punto medio, però, non si può distinguere una cosa dalla sua 

opposta, esattamente come non si può distinguere un bicchiere 

mezzo pieno da uno mezzo vuoto. Nei vertici del cubo, invece, è 

possibile distinguere col 100% di nettezza una cosa da ciò che è una 

non-cosa, essendo collocate in mezzo tutte le varie sfumature di 

grigio: la bivalenza, infatti, vale solo ai vertici del cubo, a differenza 

della polivalenza che si ritrova in ogni altro punto. Aristotele, quindi, 

domina ai vertici del cubo fuzzy, ovvero nei rari casi di nette opzioni 

bianche o nere, in mezzo a un continuum di opzioni grigie; Budda, 
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invece, non domina in nessun vertice, ma regna in qualche misura in 

ogni punto all’interno del cubo, ovvero domina al 100% nel punto 

medio del cubo dove l’equazione yin-yang è soddisfatta al 100%. 

Tutto questo si può rappresentare con tanti piccoli Aristotele seduti 

agli angoli di un cubo e un Budda nella posizione del loto al suo 

centro. Il centro, però, risulta pieno di paradossi e, per quanti sforzi 

possano compiere gli scienziati bivalenti, non sarà mai possibile 

approssimare il punto medio ad un angolo, o riempire e 

contemporaneamente vuotare un bicchiere mezzo pieno d’acqua. Il 

punto medio, dunque, rappresenta proprio il buco nero della teoria 

degli insiemi. 
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2.2 I NUMERI FITS 

La parola “fits” significa fuzzy units, ovvero unità fuzzy, così come 

“bits” è la forma contratta di binary units, cioè unità binarie; un bit, 

però, può assumere un solo valore, cioè o 1 o 0, a differenza di un fit 

che rappresenta una misura, o un numero, compreso tra 0 ed 1. 

 Un valore bit risponde a domande dicotomiche, del tipo 

<<guadagni più di mille euro al mese?>>, <<hai una moto?>>, 

<<sei fidanzato?>>, con un si o con un no; un valore fit, invece, 

risponde alle stesse domande solo e soltanto in una certa misura (ad 

esempio, il valore fit del 70%, significa 70% si e 30% non-si, ossia no). 

Dopo aver fornito una certa idea sul significato della parola fit, 

possiamo considerare la solita mela che ipoteticamente abbiamo in 

mano e cominciamo a mordere. All’inizio ci troviamo con una mela 

al 100%, ossia intera. Se ad ogni boccone di mela che stacchiamo, la 

percentuale scenderà via via dal 100% fino ad arrivare allo 0%, 

ovvero fino al momento in cui la mela è terminata; si potrà 

constatare, inoltre, che a metà circa del processo, così trova di fronte 

ad una mezza mela, ossia al 50% di mela. I valori fit, pertanto, 

servono per poter descrivere la mela dalla sua presenza totale alla 

sua totale assenza, cioè dal valore bit 1 fino a quello 0: i valori fit, 

infatti, <<si inseriscono>> fra i valori bit. 
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[…]Quindi quando, approssimando, diciamo che un bicchiere è 

vuoto, nonostante il residuo d’acqua che vi resta, comprimiamo un 

fit in un bit, cioè un 5% o un 10% in uno 0%. Riportato sulla linea 

numerata, ciò significa che prima misuriamo un valore fit e poi 

saltiamo verso l’angolo più vicino della linea numerata per avere un 

valore bit.  

Occorre però chiedersi, arrivati a questo punto, come si possa trovare 

l’opposto di un valore fit sulla linea e se gli opposti A e non-A sono 

espressi all’incirca dal valore fit di ½, corrispondente al punto medio. 

Se i valori 0 e 1 giacciono alla stessa distanza da esso, allora lo stesso 

verrà per i valori fit e per il suo opposto: l’opposto di 3/4 è 1/4, di 

1/3 è 2/3, e così via, ovvero che l’opposto di ½ è ½ e, quindi, che A è 

uguale a non-A e che entrambi giacciono sul punto medio. Si capisce 

allora che si può operare con i fits come con i bits, solo che non 

occorre approssimarli, anche se arrotondare fits in bits funziona bene 

specialmente in prossimità degli estremi della linea numerata; l’unico 

problema, però, è in che modo possibile arrotondare il valore 

corrispondente al punto medio: il 50% lo si deve approssimare allo 

0% o al 100%? 

Il punto medio della linea rappresenta, dunque, un <<paradosso>> 

per la matematica moderna, anche se i matematici lo qualificano 

come paradosso solo in parte in quanto il punto medio, o i casi di 

confine, sono solo eccezioni e non affatto dei problemi suscettibili sui 
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quali risulta possibile lavorare: in realtà, infatti, sono proprio questi 

ad investire i fondamenti della logica e della matematica bivalenti. 
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2.3 IL PRINCIPIO DI INDETERMINAZIONE E IL 

TEOREMA DI PITAGORA 

Con il principio di indeterminazione della meccanica quantistica, 

Werner Heisemberg lasciò di stucco il mondo scientifico: egli 

mostrò, infatti, che era possibile guardare più da vicino e vedere di 

meno. Dove Russell aveva mostrato che la logica delle nostri menti 

era incerta, Heisemberg mostrava che gli atomi dei nostri cervelli 

erano incerti: pur disponendo, infatti, dell’informazione totale non si 

può dire alcunché col 100% di certezza. 

Heisemberg mostrò, del resto, che anche in fisica la verità degli 

enunciati era solo una questione di misura, facendo in modo che il 

mondo prendesse atto della logica polivalente, ovvero del fatto che 

gli enunciati sono in certa misura veri o falsi o indeterminati. Egli 

non elaborò la matematica della logica fuzzy, ma fece si che la gente 

mettesse in discussione la logica bivalente che, alla stessa stregua di 

Aristotele, aveva sostenuto e ritenuto indiscutibile per diversi secoli, 

credendo che ogni enunciato <<ben formato>> fosse vero o falso. 

Potremmo, infatti, non essere capaci di determinare la verità di 

enunciati concernenti l’intero dei soli o gli atomi o gli alieni delle 

parti remote dell’universo, ma ciò non limiterebbe affatto la loro 

conoscenza. Heinsenberg, invece, dimostrò che nella meccanica 

quantistica alcune cose non possono essere mai conosciute, ovvero 

sono inconoscibili in linea di principio, rendendo scientifico il 
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dubbio. A quel tempo, quindi, la teoria della probabilità 

rappresentava l’unico modo conosciuto per dare una forma 

matematica ad un tale dubbio, cosicché, invece di convertirci da una 

verità dicotomica a una di tipo grigio, il principio di 

indeterminazione ebbe l’effetto di convertire in concetti probabilistici 

la verità bivalente del <<tutto o niente>>, fin quando non 

interverranno proprio la matematica fuzzy e la meccanica quantistica 

fuzzy. 

Occorre però richiamare l’attenzione su tre fatti poco noti riguardanti 

il principio di indeterminazione di Heisemberg: 

1. Quasi tutti ne danno una versione erronea: esso, infatti, non 

ha niente a che fare col modo in cui la misurazione disturba ciò che 

si misura. 

2. I principi di indeterminazione sono molti e non hanno 

niente a che fare con la meccanica quantistica. Piuttosto con 

l’elaborazione del segnale che fa funzionare gli apparecchi 

televisivi, i telefoni e i nostri occhi. 

3. I principi di indeterminazione scaturiscono direttamente dal 

più vecchio e più importante teorema della matematica, ossia il 

teorema di Pitagora relativo ai triangoli rettangoli. 

La maggioranza delle persone sa che la meccanica quantistica è 

strana e, anche se non conosce i dettagli, sa qualcosa del principio di 
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indeterminazione di Heinsemberg, sa che la relatività di Eistein 

curva la luce, scava i buchi neri, rallenta gli orologi e misura l’energia 

delle esplosioni nucleari (e = mc2), e sa anche che la meccanica 

quantistica è strana perché la luce giunge in pacchetti quantici e si 

comporta sia come particella che come onda, ma sa anche che il 

principio di indeterminazione compendia nella stranezza secondo la 

quale si disturba ciò che si misura; […] 

Comunque sia, alla fine, sarà possibile rappresentare il principio di 

Heinsemberg  come una relazione fra due grafici, dove uno mostra la 

nostra conoscenza della posizione dell’automobile e l’altro la nostra 

conoscenza della sua velocità:  

 

 

Una curva a campana, come illustrato nella figura sopra riportata, 

mostra l’andamento o variazione della nostra conoscenza o 

determinazione: più larga è la campana meno conosciamo; una 

campana infinitamente larga è una linea piatta che rappresenta la 
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totale assenza di conoscenza; il valore della quantità, della posizione 

o della velocità potrebbe giacere in qualunque punto dell’asse; una 

campana infinitamente stretta, invece, è una punta infinitamente alta, 

che rappresenta la nostra totale coscienza del valore della quantità. Il 

principio di indeterminazione, dunque asserisce che più una 

campana si allarga più l’altra si restringe; là dove una curva ha un 

picco, l’altra si allunga, ovvero se la curva a campana della posizione 

ha un picco e noi abbiamo una conoscenza totale della posizione, 

allora la curva a campana della velocità diventa piatta e noi abbiamo 

un’indeterminazione totale (una varianza infinita) della velocità. 

Molti scienziati, però, credevano che le relazioni di indeterminazione 

valessero soltanto in meccanica quantistica, mentre la stessa 

matematica veniva adoperata in altri campi, dando luogo ad ulteriori 

relazioni di indeterminazione. Tale principio, però, ha incorporato 

strutturalmente relazioni di indeterminazione, secondo i canoni 

propri dell’epoca dell’informazione, proprio come la selezione 

naturale sembra averle incorporate nei nostri cervelli: tutto ciò, 

quindi, ha a che fare con i triangoli rettangoli. 

Il primo ad avere a che fare con i triangoli fu Pitagora, il quale, nato 

nel sud Italia all’incirca verso il 580 a.C., non solo sostenne che 

<<tutte le cose sono numeri>> ma riuscì anche ad estrapolare il 

teorema sui triangoli rettangoli, teorema che oggi rappresenta il 

cuore dello spazio hilbertiano che, a sua volta, è il nucleo della fisica 
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quantistica e dell’ingegneria moderna. Il teorema di Pitagora 

sottende la nostra nozione moderna di <<ottimalità>>, ossia della 

migliore soluzione dei problemi; del resto, in matematica e in 

ingegneria, le risposte ottimali derivano spesso dalle condizioni di 

ortogonalità che indicano quando due oggetti astratti si intersecano 

ad angolo retto come se fossero i cateti di un triangolo rettangolo. Le 

condizioni di ortogonalità, quindi, costituiscono il modo migliore per 

tracciare una linea di tendenza, attraverso una nuvola di punti dati, o 

il modo migliore per applicare un filtro che elimini il rumore dalle 

autoradio. 

[…]La cosa più importante, però, è che tale teorema è presente 

dappertutto in matematica: tutte le volte che si prendono due oggetti 

astratti nello spazio astratto, infatti, fra di essi vale una relazione 

pitagorica, così come quando consideriamo due punti A e B sul 

piano:  

 

Si tratta di semplici oggetti astratti che supponiamo definiscano le 

punte di due frecce o vettori aventi uno stesso punto di partenza:  
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Risulta allora abbastanza evidente come la relazione pitagorica 

scaturisca da una proiezione ortogonale o perpendicolare della linea 

A sulla linea B, proiezione che può essere vista come l’ombra che la 

linea A crea sulla linea B per effetto della luce del sole:  

  

 

Il triangolo APB rappresenta allora un triangolo rettangolo sul quale 

è possibile applicare il teorema di Pitagora; il punto P, poi, conduce 

ad uno dei più importanti insiemi di equazioni della scienza e 

dell’ingegneria, ovvero alle cosiddette “equazioni normali dei 

quadrati minimi adeguati a una curva.” Il triangolo APB contiene il 

principio di indeterminazione di Heinsemberg e il teorema della 

sottoinsiemità della dottrina fuzzy; tale principio, poi, applica la 

diseguaglianza di Cauchy-Schwarz che esprime una relazione fra le 

lunghezze delle frecce A e B. La diseguaglianza “<”, vale quando A e 

B non sono parallele, ossia quando AP è un cateto del triangolo 

rettangolo APB: tale diseguaglianza rappresenta proprio il principio 
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di indeterminazione. Si ha l’eguaglianza, invece, quando A e B sono 

parallele, ovvero quando la freccia A è uguale alla freccia P: il caso 

dell’eguaglianza, infatti, definisce quello dell’indeterminazione 

minima che sembra descrivere come i neuroni si eccitano nella 

corteccia visiva dei nostri cervelli. È possibile, dunque, generalizzare 

la matematica del teorema di Pitagora ed ottenere, così, il teorema 

della sottoinsiemità della dottrina fuzzy. 
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2.4 GLI INSIEMI FUZZY 

Il merito di aver utilizzato, per la prima volta, il termine fuzzy set 

venne attribuito, come gia detto, a Lofti A. Zadeh, anche se l’idea di 

lavorare con insiemi dai confini incerti era già stata formulata, 

seppure in forma embrionale, da Max Black (1937). Nel suo saggio 

Zadeh, oltre a fornire una definizione chiara di fuzzy set e a mostrare 

la sua utilità nella vita quotidiana, si soffermò a stabilire le proprietà 

e le operazioni relative agli insiemi sfuocati, dando vita così alla 

teoria dei fuzzy sets, considerando un vero e proprio ampliamento 

della teoria classica degli insiemi. 

Un fuzzy set è una classe di oggetti, con un continuum di gradi di 

appartenenza, caratterizzato, da una funzione di appartenenza 

(caratteristica) che assegna ad ogni oggetto un grado di appartenenza, 

compreso fra zero ed uno. Sia la teoria classica degli insiemi, sia la 

teologia degli insiemi sfuocati, concepiscono l’insieme (o classe) 

come un aggregato di elementi che condividono una certa proprietà; 

ciò che distingue le due teorie è il tipo di relazione che lega gli 

oggetti all’insieme. Infatti, mentre la teoria classica, muovendosi nel 

quadro della logica bivalente, parte dal presupposto che si possa 

distinguere nettamente chi appartiene e chi non appartiene 

all’insieme, la teoria degli insiemi sfuocati immagina delle classi dai 

confini incerti, e ammette che gli oggetti appartengono ad esse solo 

in una certa misura. Chiaramente questa differenza si ripercuote sui 
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valori assunti dalla funzione caratteristica (o di appartenenza) degli 

insiemi: mentre nella teoria classica, infatti, questa assume solo due 

valori (0, se l’oggetto non è un elemento dell’insieme, ed 1, se 

l’oggetto appartiene all’insieme), nella teoria degli insiemi sfuocati, 

invece, la funzione di appartenenza di un fuzzy set può assumere 

infiniti valori compresi fra zero e uno. Naturalmente, quanto 

maggiore è il livello di appartenenza di un elemento xi ad un insieme 

S, tanto maggiore sarà il valore assunto dalla funzione di 

appartenenza in corrispondenza di xi. Solo quando la funzione 

raggiunge l’unità si può parlare di piena appartenenza dell’elemento 

all’insieme, anche se in tale contesto non bisogna affatto dimenticare 

che la completa appartenenza e la completa esclusione sono solo due 

situazioni estreme. 

In simboli:  

 

 

dove x è un elemento qualsiasi, S è un generico insieme ed f(x) è la 

funzione caratteristica dell’insieme. 

Del resto concepire gli insiemi come fuzzy sets, anzichè come insiemi 

ordinari, non è un semplice esercizio: si tratta, difatti, di un approccio 

che manifesta la sua utilità soprattutto nella vita quotidiana, dal 



 59

momento che sempre più spesso si incontrano classi cui è innaturale 

imporre criteri di appartenenza ben definiti: […] 

Supponiamo ora, di trovarci di fronte a due insiemi: il primo, che 

chiameremo D, dei numeri dispari, e l’altro, G, degli individui 

giovani. In entrambi i casi gli elementi devono condividere una 

determinata proprietà per far parte dell’insieme, precisamente un 

numero deve essere dispari per poter appartenere a D, mentre solo 

gli individui giovani possono far parte di G. Osserviamo, però, che, 

mentre la distinzione dicotomica ben si addice al concetto di 

<<dispari>>, risulta estremamente complesso effettuare una rigida 

distinzione fra giovani e non-giovani, poiché, accanto a persone 

classificabili senza alcuna esitazione, ve ne sono altre che non 

possono essere né completamente incluse, né totalmente escluse 

dall’insieme. 

Di fronte a situazioni del genere la teoria classica e quella sfuocata 

suggeriscono soluzioni differenti: la prima, pur di dar vita a 

descrizioni comprensibili, stabilisce una soglia precisa rispetto alla 

quale discriminare chi appartiene e chi non appartiene alla classe; la 

seconda, invece, rendendosi conto dell’artificiosità di una simile 

distinzione, decide di non ignorare i casi dalla collocazione incerta, e 

ammette che essi appartengano all’insieme fino ad un certo punto: 

tali insiemi, quali, ad esempio, quello dei giovani, infatti, pervadono 

la nostra vita e ricorrono frequentemente nella scienza sociale. Basti 
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pensare ad esempio, alla difficoltà di stabilire una linea che distingua 

le regioni economicamente sviluppate da quelle non sviluppate, i 

poveri dai ricchi, o addirittura alla divisione fra conservatori e 

progressisti. L’assurdità con cui classi del genere ricorrono nella 

nostra disciplina fa apparire la teoria degli insiemi sfuocati 

particolarmente adeguata alla ricerca sociale, specialmente quando si 

costruiscono tipologie. 

Visto che gli insiemi sfuocati sono stati concepiti come un’estensione 

di quelli ordinari, non deve stupire che le proprietà e le operazioni 

relative ad essi siano il naturale proseguimento di quelle degli 

insiemi tradizionali. Qui verranno riportate solo le proprietà e le 

operazioni più importanti, ovvero quelle che costituiscono il cuore, 

della teoria dei fuzzy sets:  

1. Un insieme fuzzy è vuoto solo se la sua funzione di 

appartenenza è pari a zero, ossia se nessun elemento appartiene 

all’insieme. 

2. Due insiemi sfuocati sono uguali (A=B) solo se le loro funzioni 

di appartenenza assumono gli stessi valori su tutti gli elementi. 

3. La funzione di appartenenza del complemento A’ di un 

insieme sfuocato A è definita dalla seguente espressione: fA’ = 1-fA. 
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4. Un insieme A è contenuto in B solo se, per ogni elemento, il 

grado di appartenenza ad A non supera quello di appartenenza a B 

(fA ≤ fB). 

5. L’unione di due fuzzy sets, A e B, dà luogo ad un insieme 

sfuocato C la cui funzione caratteristica è data dalla seguente 

espressione: fC = max [fA (x), fB (x)]. 

6.  L’intersezione di due insiemi sfuocati, A e B, è un fuzzy set la 

cui funzione di appartenenza si ricava dalla relazione: fC = min [fA (x), 

fB (x)]. 

[…] Gli insiemi fuzzy, oltre ad essere rappresentati tramite i 

diagrammi di Venn, possono essere anche visualizzati riportando il 

grafico della funzione caratteristica in un sistema cartesiano. 

Tuttavia, pur risultando abbastanza semplice concepire un insieme 

come insieme sfuocato, non è affatto immediato determinare la 

funzione di appartenenza. Infatti, così come non esiste una soglia che 

distingue i giovani dai non giovani, allo stesso modo non c’è 

un’unica funzione di appartenenza relativa all’insieme fuzzy dei 

giovani, o di qualunque altro insieme sfuocato. Ciò, però, non 

significa affatto che la scelta della funzione caratteristica sia 

completamente arbitraria: proprio nell’ambito della classificazione 

automatica, ad esempio, sono stati messi a punto algoritmi in grado 

di individuare sotto-insiemi fuzzy e di determinare le funzioni di 

appartenenza. Le figure seguenti rappresentano funzioni di 
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appartenenza di due insiemi fuzzy (a) e le operazioni di unione (b), 

intersezione (c) e complementazione (d) fra insiemi sfuocati:  

 

Il grado di appartenenza rileva quanto un elemento appartiene ad un 

generico insieme A; lo si può anche intendere, però, come il grado di 

verità dell’affermazione P: <<x appartiene all’insieme A>>. Questa 

interpretazione alternativa mette in evidenza che la teoria classica 

degli insiemi, oltre ad essere fondamento della matematica moderna, 

è anche prodotto di quella logica bivalente che per secoli ha 

caratterizzato la scienza e la cultura occidentale: in perfetta sintonia 

con quanto avviene negli insiemi tradizionali, infatti, la logica 

dicotomica permette di associare all’enunciato P solo due valori di 

verità, 0 se l’enunciato è falso (x non appartiene ad A), ed 1 se 

l’enunciato è vero (x appartiene ad A). 

Diremo a questo punto che i numeri fuzzy sono strumenti utili, 

specialmente quando si lavora con quantità numeriche imprecise; 

l’utilizzo della teoria degli insiemi fuzzy, quindi, permette di 
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rappresentare tali numeri correttamente, dal momento che essa nasce 

proprio dall’esigenza di trovare una strumentazione logico-

matematica, in grado di unire le capacità proprie del linguaggio 

naturale; di rappresentazione della polivalenza e 

dell’indeterminazione, con i vantaggi della formalizzazione algebrica 

e della rappresentazione numerica. 

L’insieme fuzzy, che per primo funse da esempio per Zadeh, ha 

caratterizzato tutti gli uomini alti; lo stesso Zadeh identificò il 

concetto di ALTO con una curva di valori fit, cui poi attribuì il nome 

di <<curva di appartenenza>>:  

 

 

Tale insieme fuzzy si comporta come una lista vaga o una curva di 

Max Black: per ogni altezza, infatti, fornisce la misura, i fit o 

l’appartenenza all’insieme degli uomini alti; la statura è una funzione 

liscia dell’altezza, cosicché ogni uomo è “alto” in una certa misura e 

“non alto” in una certa altra misura, ovvero il concetto di NON 
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ALTO può essere rappresentato in maniera esattamente inverso 

rispetto a quello di ALTO:  

 

 

Si può osservare quanto sopra esposta in maniera abbastanza chiara, 

tracciando le curve ALTO e NON ALTO su uno stesso grafico: come 

nel caso delle liste vaghe di Black, infatti, le due curve si intersecano 

nel valore fit del punto medio dove A è uguale a non-A. Zadeh, però, 

andò oltre, dimostrando come gli insiemi fuzzy forniscano un calcolo 

linguistico: è possibile, infatti, disporre davanti ad ALTO tutti gli 

operatori che si vuole, motivo per cui MOLTO ALTO abbassa la 

curva di ALTO, mentre PIU O MENO ALTO alza tale curva:  
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Zadeh comprese inoltre, che, se la curva A non sale mai al di sopra 

della curva B, come MOLTO ALTO non sale mai al di sopra di ALTO 

poiché occorre più altezza per essere molto alto di quanto ne occorra 

per essere solo alto. Allora A è al 100% un sottoinsieme di B. A 

questo punto lo stesso Zadeh si fermò nella costruzione della teoria 

del contenimento fuzzy. Quindi, A può essere, in grande misura, un 

sottoinsieme di B se la curva A sale al di sopra della curva B in certi 

punti. Buona parte della forza delle curve fuzzy, quindi, derivava da 

quanto ciò facesse apparire stupidi gli insiemi non fuzzy, che si 

riducevano, così, a funzioni, a gradini o a linee verticali tracciate fra 

A e non-A. La vecchia concezione concernente l’ALTO, pertanto, si 

rilevò bivalente: c’erano, infatti, uomini sia nell’insieme degli uomini 

alti che in quello dei non alti; nessuno, però, apparteneva a entrambi 

o a nessuno dei due. Ad una certa altezza, come potrebbe essere una 

di sei piedi, si saltava dal non-alto all’alto:  

 

 

La statura alta, però, come la maggior parte delle proprietà del 

mondo, risultò solo una questione di misura: crescendo con l’altezza, 
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infatti, il suo cambiamento continuo e graduale poteva essere 

mostrato solo con una curva anziché con una linea verticale, ciò 

rappresentò, difatti, un nuovo progresso degli insiemi fuzzy: si 

trattava, cioè, di collegare le parole alle curve (ossia inserire vettori in 

un cubo fuzzy). 

Ora immaginiamo una linea numerata, e consideriamo il numero 0, 

ad un primo sguardo, come una punta piazzata sopra di essa:  

 

 

La punta significa che il numero zero appartiene al 100% all’insieme 

ZERO al quale non appartiene nessun’altro numero: si tratta, cioè, di 

appartenenza totale o nulla, in quanto solo il numero zero appartiene 

all’insieme ZERO, mentre tutti i numeri adesso vicini, come quelli 

grandi, medi o piccoli, si possono considerare fuzzy. Essi definiscono 

uno spettro di numeri vicini allo zero, alcuni dei quali 

appartenengono, più di altri, all’insieme: quanto più vicino allo zero 

è un numero piccolo, infatti, tanto più esso appartiene all’insieme 

fuzzy dei numeri piccoli. Dal resto, il numero 1 è più vicino allo zero 

del numero 2, che è più vicino allo zero del 3, e così via; parimenti il 
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numero negativo –1 è più vicino allo zero di – 2, che è più vicino allo 

zero di –3, e così via. Il numero zero, quindi, appartiene al 100% 

all’insieme zero mentre i numeri adesso vicini possono appartenere 

allo zero solo all’80%, al 50% o al 10%. Possiamo, quindi, identificare 

il numero fuzzy zero con una curva a campana o un triangolo 

esattamente centrato sul numero 0:  

 

 

[…]Ma allora cosa è possibile fare con i numeri fuzzy? Ci si può 

sicuramente ragionare, cosa questa che facciamo continuamente: 

<<Logica Fuzzy>>, infatti, significa ragionare con numeri e insiemi 

fuzzy, anche se nella pratica, significa far ragionare, ad esempio i 

computer, con numeri fuzzy nella forma degli enunciati se-allora o 

di regole approssimative quali: se l’auto viaggia TROPPO FORTE, 

allora RALLENTA (lascia andare UN PO’ il pedale del gas); se l’auto 

tende TROPPO a sinistra, allora gira il volante UN PO’ a destra; se il 

traffico automobilistico è INTENSO nella direzione nord-sud, allora 

fa durare DI PIU’ il verde del semaforo. Ogni termine, quindi, indica 

un insieme fuzzy: ogni traffico stradale, infatti, è inteso in una 
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qualche misura, così come ogni verde di semaforo dura una certa 

misura. La conoscenza, o la comprensione, dunque, deriva 

dall’associare questi due eventi fuzzy. 

Per ora abbiamo dimostrato che i numeri, con i quali lavoriamo 

continuamente, sono fuzzy, ovvero tutto è fuzzy: i numeri stessi, 

infatti, ci spingono a riguardare ciò che di speciale hanno gli insiemi 

fuzzy, i quali emergono, come già detto, quando i confini sono 

incerti, quando ciò che una cosa è si sovrappone a ciò che quella cosa 

non è, quando, insomma A si sovrappone a non-A. Ma tale 

condizione di sovrapposizione, o di contraddizione A e non-A, non 

può essere valida in logica bivalente, mancando qualche importante e 

non trascurabile proprietà, precisamente quella dell’entropia fuzzy. 

La stessa proprietà della sottoinsiemità, poi, è stata scambiata per 

una indefinita <<casualità>> o <<probabilità>>. Se non esistessero 

insiemi fuzzy, dunque, non ne esisterebbero neppure le proprietà; 

tali insiemi, però, esistono e la prima domanda, che verte appunto su 

“quanto siano fuzzy”può essere enunciata nel modo seguente: “come 

si può misurare la qualità fuzzy di un insieme fuzzy?” 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 69

 

2.5 L’ENTROPIA FUZZY E I SUOI FITS 

L’entropia fuzzy misura sia la qualità fuzzy di un insieme fuzzy sia 

la quantità, di un insieme, di essere effettivamente fuzzy: si tratta, 

cioè, di una questione di misura, essendo alcuni insiemi più fuzzy di 

altri. 

Poiché entropia significa indeterminazione o disordine in un sistema 

ed un insieme descrive, in generale, un sistema o una collocazione di 

cose, allora, se un sistema è fuzzy, ossia se un elemento gli 

appartiene in una certa misura, risulta indeterminato o vago sempre 

in una certa misura: l’entropia, quindi, come misura di questa 

indeterminatezza, può essere rappresentata, in modo abbastanza 

chiaro, attraverso un cubo. 

Ora supponiamo di avere un gruppo di 25 persone alle quali 

andremo a chiedere se sono sposate: solo 10 di loro alzano la mano e 

le altre 15 restano, invece, con la mano abbassata. In tale situazione, 

com’è ovvio, le risposte sono binarie, ossia descrivibili in termini di 

numeri bit 0 e 1. Una lista di bit con 25 posti descrive l’intera risposta 

del gruppo, precisamente se la persona che occupa il terzo posto alza 

la mano, allora si mette un 1, in caso contrario va posto uno 0. La lista 

1010001101100000110100100 mostra, ad esempio, uno dei modi in cui 

le 25 mani potrebbero essersi alzate o essere rimaste giù; di modi 

siffatti, quindi, ne esistono in natura più di 33 milioni. Ciascuna lista 
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di bit definisce uno degli angoli dell’ipercubo a 25 dimensioni con 

più di 33 milioni di angoli, impossibile da disegnare, in quanto non si 

riesce ad andare oltre la terza dimensione ed oltre gli otto angoli di 

un cubo, anche se cioè non risulta affatto indispensabile per poter 

ammirare la struttura fuzzy. Le liste di bit, così come gli angoli del 

cubo, non presentano, difatti, una struttura fuzzy; sono di tipo 

dicotomico, per essi vale al 100% l’aristotelico A o non-A e hanno 

zero entropia fuzzy. 

Supponiamo ora di considerare un tiro a piattello in un parco da tiro: 

un giudice di gara, schiacciando un pulsante di un lanciapiattelli, 

lascia partire un piattello, che il tiratore punta e colpisce con un 

fucile. Se tale operazione viene ripetuta per 25 volte, tenendo conto 

che a ogni tiro o si fa centro o si manca il piattello, a secondo della 

decisione del giudice, allora se si ritiene che si sia fallito il bersaglio si 

può scrivere uno 0 sulla scheda segnapunti, che ha proprio la forma 

di una lista di bit, mentre si può segnare un 1 se si pensa che il 

piattello sia stato colpito e polverizzato. Ma se un colpo scadente 

intacca semplicemente il piattello e ne stacca solo un frammento, 

ossia lo rompe in una certa misura, cosa diremo? Che si tratta di tiri 

fuzzy, tiri, cioè, che possono essere dichiarati dal giudice come centri 

o colpi mancati, cosa questa che a volte può creare approvazioni e a 

volte disapprovazioni, anche se la maggior parte ingoia il rospo 

bivalente, accettando l’approssimazione del giudice. Quando finisce 

il giro il giudice legge il punteggio risultante dai 25 tiri effettuati 
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cosicchè ciascun tiratore possa prendere conoscenza della propria 

lista di risultati composta di 25 bit; viene poi ripresentato di nuovo 

uno degli angoli dell’ipercubo, in modo tale che, ancora una volta, 

non c’è alcuna entropia fuzzy, ovvero l’insieme dei centri A e quello 

dei mancati non-A non si sovrappongono e si escludono, anche se il 

piattello si rompe in una certa misura e non del tutto: nel tiro al 

piattello, dunque, c’è entropia fuzzy, vaghezza o <<disordine 

sistematico>>, ancorché non ce ne sia nel punteggio. 

Se ora supponiamo che il giudice classifichi ogni tiro come 

CENTRATO, MANCATO, o INTACCATO e scriva 1, 0 o ½ sulla 

scheda segnapunti, allora il punteggio trivalente fornirebbe una 

maggiore accuratezza, anche se complicherebbe il gioco, preferendo 

un punteggio più semplice ad uno più preciso: non è questo, difatti, 

il problema poiché, in questo caso, avremmo un numero assai 

maggiore di liste di punteggi, la maggior parte delle quali conterebbe 

una certa entropia fuzzy. Se prima avevamo più di 33 milioni di 

punteggi bit o angoli del cubo, ora ci troviamo di fronte a quasi un 

bilione di possibili liste di punteggi, quasi tutti, tranne circa 33 

milioni, punteggi fit che includono almeno un punto corrispondente 

ad INTACCATO, ovvero un risultato conteggiato come mezzo 

punto. I punteggi fit giacciono all’interno dell’ipercubo fuzzy di 25 

dimensioni con più di 33 milioni di angoli. Il nuovo bilione, o quasi, 

di punti definisce un reticolo all’interno del cubo fuzzy; la lista di 

punti, corrispondenti tutti a piattelli solo intaccati (1/2 1/2 …. 1/2) 
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definisce il punto centrale del cubo, dotato di un’entropia fuzzy al 

100%; tutti gli altri punteggi fit presentano entropie fuzzy inferiori al 

100% ma superiori allo 0%: il cubo fuzzy, quindi, si riempie se il 

giudice ammette punteggi molteplici. Se ora analizziamo un lancio di 

una coppia di piattelli e supponiamo che il giudice ad ogni coppia di 

colpi segni CENTRATO, MANCATO o PARZIALMENTE A SEGNO, 

registrandoli come 1, 0 o ½, avremo 9 possibili punteggi, di cui 5 

punteggi fit e uno che rappresenta proprio il punto centrale: il 

reticolo dei punteggi, cioè, riempe un po’ di più il cubo:  

 

Se ora, invece, supponiamo che il giudice conteggi i due colpi con 5 

possibili punteggi: MANCATO, INTACCATO, PARZIALMENTE A 

SEGNO, QUASI IN PIENO, CENTRATO, cui assegna 

rispettivamente i valori 0, ¼, ½, ¾ e 1. Otteniamo 25 possibili liste di 

punti e un reticolo fuzzy ancora più denso: 
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Il giudice, però, potrebbe ammettere una gamma sempre più ampia 

di punteggi fino all’intera successione continua fra 0 ed 1, portando il 

cubo a riempirsi fino ad ottenere un cubo solido. Esso, tuttavia, ha 

ancora un solo punto centrale dotato del 100% di entropia poiché in 

esso valgono al 100% l’equazione yin-yang e la legge di Budda della 

sovrapposizione, A e non-A. Gli angoli del cubo restano <<bianchi o 

neri>> e hanno entropia fuzzy allo 0% poiché per essi vale al 100% la 

legge aristotelica dell’esclusione, A o non-A, mentre tutti gli altri 

punti del cubo sono fuzzy o grigi in una certa misura. L’entropia 

fuzzy, dunque, mostra che più vicino l’insieme è al punto centrale, 

più esso risulta fuzzy. 

L’entropia fuzzy si può calcolare, in modo semplice e chiaro, come 

segue: prendiamo, nel cubo fuzzy, un punto, che chiameremo A; nel 

caso del tiro a piattello prendiamo il punteggio (2/3 1/4) che registra 

un colpo che ha quasi polverizzato il primo piattello e un altro che ha 

solo intaccato il secondo:  
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Dal punto A all’angolo più vicino tendiamo un filo rosso che segna 

quanto siamo vicini all’angolo e quanto siamo lontani dal punto 

centrale: tanto più A si allontana dall’angolo più vicino, tanto più si 

avvicina a quello più lontano e viceversa. Fissiamo ora un filo blu da 

A all’angolo più lontano, come mostrato nella seguente figura:  

 

 

Ne se segue allora che la misura percentuale dell’entropia fuzzy è 

data dal rosso fratto il blu: dividendo, cioè, la lunghezza del filo 

rosso per quella del filo blu, si ottiene l’entropia fuzzy, ovvero un 

numero compreso fra 0 e 1 che descrive la vaghezza di A, tanto 
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maggiore è il numero, tanto maggiore sarà la vaghezza o la qualità 

fuzzy. Nel nostro cubo l’entropia fuzzy è pari a 7/17, ossia circa il 

41%: si tratta di un’entropia non troppo alta, poiché il tiratore ha 

quasi polverizzato il primo piattello e quasi mancato il secondo. 

Naturalmente tutto quanto asserito per un cubo bidimensionale può 

essere esteso cubi di tutte le dimensioni: rosso fratto blu, ovvero 

vicinanza fratto lontananza, infatti, rappresenta proprio la misura 

della sfumatura. Ovviamente con un semplice ragionamento, 

considerando gli estremi e supponendo di centrare o di mancare tutti 

i bersagli, diremo che A giace su uno degli angoli. In tal caso, però, 

non risulta affatto possibile fissare un filo rosso all’angolo più vicino, 

poichè la lunghezza è zero e zero diviso per la lunghezza blu, quale 

che essa sia, dà proprio 0, ossia lo 0% di entropia fuzzy. L’altro 

estremo, invece, include il caso di tutti i mezzi centri di ciascun 

piattello, motivi per cui A si colloca nel punto centrale ad ogni 

angolo è ugualmente distante e vicino. Il rosso risulta, pertanto, 

uguale al blu, motivo per cui il rapporto è uguale a 1: ci si trova così 

di fronte al 100% di entropia fuzzy. Facendo un piccolo esempio, 

potremo visualizzare l’entropia fuzzy di una stanza, all’interno della 

quale se il filo rosso è lungo 5 metri e quello blu 15, l’entropia è 1/3 

ovvero il 33%. Ma allora come può essere enunciato il teorema 

dell’entropia fuzzy? 

Il teorema dell’entropia fuzzy afferma che, dato un certo insieme 

fuzzy A la sua entropia, E(A), di un insieme fuzzy come il rapporto 
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fra il calcolo della sovrapposizione o intersezione, A∩Ac, e il calcolo 

della esclusione o unione, AuAc,:  

E(A)= c(A∩Ac) / c(AuAc) 

dove Ac indica il complemento di A, ossia l’insieme non-A. Ne segue, 

pertanto, che, se negli insiemi non fuzzy l’intersezione è vuota, 

ovvero il numeratore è uguale a zero, in quelli fuzzy l’intersezione 

c’è, il numeratore è sempre maggiore di zero ed il valore fuzzy 

comincia dove finisce la logica occidentale. In quest’ultimo caso, cioè, 

Budda è rosso e Aristotele è blu, il filo rosso fratto quello blu è 

uguale a Budda su Aristotele, ad A e non-A su A o non-A, insomma 

alla sovrapposizione sull’esclusione. 

Supponiamo ora di essere a conoscenza di tutti i termini, A, non-A, A 

e non-A, A o non-A e che tutti e quattro siano ugualmente distanti 

dall’angolo più vicino. Il teorema sopra enunciato usa la lunghezza, o 

calcolo, di questi insiemi: ad esempio, l’insieme come tale insieme 

(2/3 1/4) viene calcolato sommando i fit: 2/3 + 1/4 = 11/12, alla 

stessa stregua di come si sommano gli 1 e gli 0 in una gara di tiro a 

piattello per ottenere il punteggio. Occorre osservare, infine, che il 

filo rosso è uguale al calcolo del termine di Budda “A e non-A”, 

mentre il filo blu è uguale al calcolo del termine aristotelico “A o 

non-A” come risulta evidente dal cubo seguente:  
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Le due linee tratteggiate, così come quelle continue, presentano la 

stessa lunghezza: se scegliamo A più vicino al punto centrale, infatti, 

anche gli altri tre punti si avvicinano al punto centrale, sicchè più 

l’insieme è fuzzy, più il principio di Budda A e non-A somiglia a 

quello aristotelico dell’A o non-A. Nel punto centrale, poi, tutti e 

quattro i punti sono uguali, A è uguale a non-A, l’equazione yin-

yang vale al 100% e l’entropia fuzzy raggiunge il massimo, anche se 

essa, così come Budda contiene Aristotele, è uguale all’intero nella 

parte, all’esclusione nella sovrapposizione, all’A o non-A nell’A e 

non-A: di qui il concetto di sottoinsiemità. 

Il concetto di entropia, dunque, rappresenta l’idea più profonda e 

curiosa della logica fuzzy: essa spiega, infatti, la probabilità o la 

casualità di come l’intero sia contenuto nella parte. […] 
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2.6 I NUMERI FUZZY 

Un numero fuzzy è rappresentato come un normale e convesso 

sottoinsieme fuzzy dell’insieme R dei numeri reali. Nella teoria 

classica degli insiemi, il concetto di convessità implica che una linea 

retta, che collega tra loro due punti scelti all’interno di un insieme, 

rimanga all’interno dell’insieme stesso. 

 Nella teoria degli insiemi fuzzy, invece, un insieme si definisce 

convesso se e solo se il grado di appartenenza di un elemento interno 

u, compreso tra due elementi x e y, non è minore del minimo grado 

di appartenenza di x e y:  

( )uFµ > ( ) ( )( )yx FF µµ ∧  

per ogni x,y in F. Quindi F è un sottoinsieme fuzzy convesso di R. 

 

Nella figura seguente, invece, avremo:  

( )uF 'µ < ( ) ( )( )yx FF '' µµ ∧  
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per ogni x,y in F’, quindi F’ non è un sottoinsieme fuzzy convesso di 

R.  

 

 

Un sottoinsieme fuzzy convesso, quindi, è definito nel modo 

seguente: 

∈∀ yx, R,   F⊂R: 

( )[ ] ( ) ( )yxyx FFF µµλλµ ∧≥−+ 1  

per ogni [ ]1,0∈λ . Tale sottoinsieme, poi, è definito normale se: 

                             ∈∀x R, ( ) 100 =∃ xx Fµ   

Il concetto di normalità, nella matematica fuzzy, cioè, richiede quindi 

che almeno un elemento del sottoinsieme abbia un grado di 

appartenenza pari a uno. Quindi, dalla definizione, segue che un 

numero fuzzy è sia convesso che normale, e perciò può essere visto 

come una generalizzazione del concetto di intervallo di confidenza. 

L’assegnazione del grado di appartenenza per un elemento 
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dell’insieme F, implica che il grado di appartenenza abbia un certo 

valore, che può essere interpretato come un livello di confidenza. 

 Questo concetto di numero fuzzy può essere meglio spiegato tramite 

un esempio: supponiamo che ad uno statistico-economico venga fatta 

la domanda: “Quale sarà il tasso di interesse nell’anno 2004?” La 

risposta è: “Il tasso di interesse sarà dell’8%”. La risposta è 

chiaramente un numero classico, un numero crisp con un grado di 

appartenenza pari a 1. Il numero crisp si presenta nella forma 

canonica seguente: 

( ) 108. =xµ  

con x=.08, e 0 altrove: 

 

Lo statistico potrebbe aver risposto alla domanda in modo diverso: 

“Sono sicuro che il tasso di interesse non sarà sotto il 7% o sopra il 

9%”: in questo caso la sua risposta definisce un intervallo di 

confidenza F=[7%, 9%]. 
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La mancanza di ulteriori strumenti utili a fornire una risposta più 

precisa, fa in modo che vengano accettati tutti i valori che rientrino in 

tale intervallo di confidenza: 

 

 

Se lo statistico, invece, avesse introdotto la teoria degli insiemi fuzzy, 

allora avrebbe potuto rispondere: “Il tasso d’interesse del 2004 sarà 

approssimativamente dell’8%”. La risposta è un numero fuzzy che 

contiene una valutazione soggettiva, perché, in realtà, non si può 

sapere con certezza quale sarà il tasso d’interesse in futuro. 

Accantoniamo la definizione di numero fuzzy quale sottoinsieme 

convesso e normale di R, e consideriamolo in termini d’intervalli di 

confidenza: 

1. ∈∃x R ( ) 1=xFµ                                       

      2. ( ) ( )[ ]αα
α 21 ,aaF =                                  

dove 
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                        3. ( 'α < ) ( ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] )'
2

'
121 ,, ααααα aaaa ⊂⇒  

              

                      [ ]1,0,' ∈∀ αα                                           

 

                                           

La 1 rappresenta il concetto di normalità, cioè esiste un valore x, 

all’interno dell’intervallo di confidenza, che ha il maggiore grado di 

appartenenza, ovvero 1; la 2 e la 3, invece, esprimono la convessità 

del numero fuzzy. Fα, chiamato α-cut, funziona da soglia, poiché, 

grazie ad esso, vengono presi in considerazione solo gli elementi che 

hanno funzione di appartenenza superiore o uguale al valore soglia α 

(livello di confidenza): se il grado di appartenenza, uguale ad 

α, è incluso nell’α-cut, allora si parlerà di α-cut debole; se, invece, il 

valore non è incluso si avrà un α-cut forte. Va precisato, inoltre, che 

gli α-cuts sono valori assegnati in maniera arbitraria dal decisore e 

che il valore massimo che può assumere α è 1, mentre quello minimo 

è 0. Un α∈[0,1] fornisce, quindi, l’intervallo di confidenza descritto 

dalla 2. 
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Ma finora si è parlato genericamente di numeri fuzzy, pur 

esistendone, nella realtà, vari tipi, ognuno dei quali si presta meglio 

ad analizzare strutture ambigue: i numeri fuzzy più utilizzati, ad 

esempio, sono i triangolari e i trapezoidali. 

I numeri fuzzy triangolari (T.F.N.) costituiscono un caso particolare 

di quelli trapezoidali, essendo adatti a rappresentare affermazioni 

del genere “il tasso d’interesse sarà approssimativamente dell’8%”. 

Questi numeri sono definiti da una 3-pla, della forma F= ( )321 ,, aaa , 

dove 31 ,aa  sono rispettivamente il limite superiore ed inferiore del 

numero fuzzy considerato, mentre 2a  è l’elemento che ha il maggior 

grado di appartenenza, cioè ( ) 12 =aFµ . Il valore 2a  non è 

necessariamente collocato nel punto medio dell’intervallo: 

 

 

Il T.F.N. rappresentato in figura è caratterizzato dalla seguente 

funzione di appartenenza: 
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ed è definito, in termini di α-cuts, con α∈[0,1], (o intervallo di 

confidenza) dalla seguente formula: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]32311231    ,, aaaaaaaaF +−−+−== αααα
α  

Nell’esempio riportato in precedenza, lo statistico aveva affermato 

che il tasso d’interesse sarebbe stato approssimativamente dell’8%. 

Usando i numeri fuzzy, invece, possiamo specificare i limiti superiori 

ed inferiori dell’intervallo: %71 =a , %93 =a , mentre %82 =a . 

Supponiamo, per esempio, che lo statistico fissi un livello di 

confidenza α=0.7; sostituendo i corrispondenti valori nell’espressione 

appena incontrata, avremo: 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
[ ]
[ ]
( ) ( )[ ] [ ] %808,.08.09.08.09.,07.07.08.

09,.07.

%.3.8%,7.7083,.077.

09.7.08.09.,07.7.07.08.

09,.07.

1

0

7.

7.

7.7.
7.

==+−−+−=

=

==

+−−+−=

=

F

F

F

F

F

 

I numeri fuzzy trapezoidali (Tr.F.N.), invece, sono quelli più 

utilizzati in quanto consentono la rappresentazione di affermazioni 

quali “il tasso di interesse nel prossimo anno avrà un valore 

approssimativo compreso fra il 6% e il 9%”, dove i valori fra 6 e 9 
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hanno grado di appartenenza completa, mentre quelli al di sotto del 

6 e al di sopra del 9, avranno un grado di appartenenza parziale.  

Questi numeri sono definiti da una 4-pla del tipo F= ( )dcba ,,, , dove i 

valori a  e d  sono rispettivamente il limite superiore ed inferiore del 

numero fuzzy considerato, mentre b  e c  sono gli estremi del 

segmento i cui punti hanno il maggior grado di appartenenza, cioè 

per [ ]cbx ,∈ , si avrà ( ) 1=xFµ , con F⊂R: 

 

 

Il Tr.F.N. rappresentato in figura è caratterizzato dalla seguente 

funzione di appartenenza: 
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ed è definito, in termini di α-cuts, con α∈[0,1], dalla seguente 

formula: 

( ) ( )[ ]dcdaabF +−−+−=    ,αα  

Ritornando all’esempio precedente, se lo statistico affermasse che “il 

tasso di interesse sarà approssimativamente compreso fra il 6% e il 

7%”, allora, in termini di Tr.F.N. , non direbbe altro che tutti i valori 

compresi fra il 6 e il 7 hanno grado di appartenenza completa, mentre 

i valori che precedono il 6 e quelli che seguono il 7 hanno un grado di 

appartenenza parziale. Lo statistico, basandosi sulle sue conoscenze e 

sulla sua esperienza, dunque, fissa i limiti superiori ed inferiori 

rispettivamente al 21% e al 2%, poiché risulta praticamente 

impossibile il verificarsi di un tasso d’interesse inferiore al 2% o 

superiore al 21%. Quindi avremo %21%,7%,6%,2 ==== ccba : 

( ) ( )[ ]
[ ]
[ ]
[ ]07,.06.

21,.02.

21.14.,02.04.

21.07.21.,02.02.06.

!

0

=

=

+−+=

+−−+−=

F

F

F

F

αα

αα

α

α
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2.7 I SISTEMI FUZZY 

Fin qui abbiamo considerato insiemi fuzzy come ALTO, in quanto 

parole in una proposizione: le proposizioni, infatti, costituite da 

diverse parole, mettono in relazione insiemi fuzzy; un gruppo di 

proposizioni, poi, costituisce un sistema fuzzy. 

Il teorema di approssimazione fuzzy, ovvero il FAT, Fuzzy 

Approximation Theorem, presenta, come idea base, una geometria 

estremamente semplice che consiste nel ricoprire una curva con delle 

toppe: ogni pezzo della conoscenza umana, ogni regola della forma 

SE questo ALLORA quello, quindi, definisce una toppa. Un sistema 

fuzzy rappresenta appunto un grosso mucchio di toppe in cui le 

regole definiscono toppe che cercano di ricoprire una curva 

serpeggiante, motivo per cui meglio le toppe ricoprono la curva, più 

intelligente risulta il sistema. Più conoscenza, dunque, significa più 

regole e più regole significa più toppe, meglio ricoprenti, ovvero, più 

incerte sono le regole e più grandi sono le toppe, da cui meno fuzzy 

sono le regole e più piccole sono le toppe: 
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Se le regole sono precise, quindi, non sono fuzzy e allora le toppe 

diventano punti e non ricoprono niente. 

Le regole, in generale, associano le idee e mettono in relazione una 

cosa, un evento, un processo con un’altra cosa, un altro evento o un 

altro processo; una regola fuzzy, invece, mette in relazione insiemi 

fuzzy. Ad esempio, dire SE X è A, ALLORA Y è B, significa che A e B 

sono sia insiemi fuzzy, che sottoinsiemi fuzzy di X e Y: se la pioggia 

è battente ci si inzuppa; se la macchina rallenta un po’, schiacciare un 

po’ l’acceleratore; se le ruote dell’auto girano molto a sinistra, girare 

il volante a destra, etc. sono tipici esempi di regole fuzzy. 

Una regola fuzzy definisce, dunque, una toppa fuzzy, conseguenza 

immediata del modo in cui si costruisce un sistema fuzzy, risultato 

dei seguenti tre passi. Il primo consiste nel definire le variabili, che 

chiamiamo X e Y, ove X rappresenta l’input immesso nel sistema ed 

Y l’output: “se X allora Y”. 

Supponiamo di voler controllare, ad esempio, un condizionatore 

d’aria. Sia X la temperatura in gradi Fahrenheit e Y la variazione 
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della velocità del motore del condizionatore. Quello che vogliamo 

ottenere è un aumento della velocità del motore quando fa più caldo 

e una diminuzione della stessa quando fa più freddo.  

Il secondo passo consiste nel definire i sottoinsiemi fuzzy delle 

variabili X e Y: i cinque insiemi su X, precisamente FREDDA, 

FRESCA, BUONA, CALDA, CALDISSIMA, vengono rappresentati 

tramite triangoli fuzzy, come illustrato nella seguente figura.  

 

 

Anche i cinque insiemi fuzzy sulla velocità del motore, ovvero su Y, 

precisamente, NULLA, BASSA, REGOLARE, ALTA, MASSIMA (la 

velocità del motore è indicata con numeri da 1 a 100), sono 

rappresentati tramite triangoli fuzzy: 
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Il terzo passo consiste nel definire le regole fuzzy, associando a 

ciascun insieme di temperatura un insieme di velocità. Nel caso 

dell’insieme FREDDA, ad esempio, vogliamo che il motore si spenga 

se l’aria è troppo fredda, motivo per cui il condizionatore dovrebbe 

cambiare la velocità del motore in modo da mantenere la 

temperatura buona. Quindi abbiamo la nostra prima regola: SE X è 

FREDDA, ALLORA Y è NULLA. Il motore, poi, si dovrebbe appena 

avviare qualora l’aria diventi fresca: SE X è FRESCA, ALLORA Y è 

BASSA. Il motore dovrebbe funzionare a velocità regolare nel 

momento in cui si avverte che l’aria è buona: SE X è BUONA, 

ALLORA Y è REGOLARE. La velocità deve aumentare quando l’aria 

diventa calda: SE X è CALDA, ALLORA Y è ALTA. Infine il motore 

dovrebbe andare al massimo qualora l’aria diventi caldissima: SE X è 

CALDISSIMA, ALLORA Y è MASSIMA. 

Quindi: 

REGOLA 1: se la temperatura è fredda, la velocità del motore è   nulla. 

REGOLA 2: se la temperatura è fresca, la velocità del motore è bassa. 

REGOLA 3: se la temperatura è buona, la velocità del motore è regolare. 

REGOLA 4: se la temperatura è calda, la velocità del motore è alta. 

REGOLA 5: se la temperatura è caldissima, la velocità del motore è 

massima. 
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Queste regole, dettate solo dal buon senso, sono fuzzy poiché i 

termini fredda, alta, … sono semplicemente una questione di misura e 

rappresentano, quindi, insiemi fuzzy. Se, ad esempio, consideriamo 

la REGOLA 4, incrociando i due triangoli corrispondenti a CALDA e 

ALTA, otteniamo una toppa, che rappresenta, in ambiente 

matematico, proprio il prodotto di due triangoli, ovvero un 

rettangolo. Ripetendo la medesima operazione anche per le altre 

regole, otterremo un sistema fuzzy costituito da cinque toppe che si 

sovrappongono: 

 

 

In base al teorema FAT, poi, risulta sempre possibile ricoprire una 

curva con un numero finito di toppe fuzzy: a regole approssimative, 

infatti, fanno riscontro toppe grosse, così come a regole raffinate 
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corrispondono toppe piccole, ovvero meno si sa di un problema e più 

approssimative sono le regole. In generale, quindi, si tende ad usare 

pochi insiemi fuzzy che rappresentino più cose e casi. Questi insiemi 

fuzzy, inoltre, definiscono ampi triangoli che si sovrappongono, 

motivo per cui se ne aggiungessimo degli altri li rappresenteremmo 

con triangoli più sottili; in particolare, nei casi limiti, l’ampiezza si 

riduce a zero, i triangoli diventano punte e le toppe corrispondenti 

alle regole si rimpiccioliscono a mano a mano che i triangoli 

diventano più stretti. Alcuni insiemi fuzzy abbastanza ampi possono 

fornire una copertura grossolana del sistema non lineare, 

rappresentato da una curva che serpeggia, a differenza di un sistema 

continuo che, invece, ne appresenta una senza interruzioni né 

strappi.  

Si può vedere l’idea che c’è dietro il teorema FAT, ad esempio, 

rimpicciolendo le toppe e aggiungendone altre: la copertura, infatti, 

diventa sempre più fine e usa soltanto un numero finito di regole. 

L’idea è di per sé abbastanza semplice, ma la sua dimostrazione 

richiede l’uso della topologia e della teoria della misurazione: con la 

topologia, che si occupa dei cambiamenti graduali delle superfici, 

infatti, si può dimostrare che il teorema FAT è ancora valido se la 

curva si muove e procede a zigzag; se la curva non ondeggia troppo 

rapidamente, poi, è possibile sempre spostare, rimpicciolire o 

aumentare le toppe in modo da continuare a ricoprirla. In teoria del 
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controllo ciò significa che i sistemi fuzzy possono fornire modelli 

dinamici che variano nel tempo. 

I sistemi fuzzy, dunque, ci consentono di esprimere quello che 

sappiamo in un linguaggio non matematico, la cui chiave è insita 

nell’assenza di modelli matematici, ovvero nell’essere liberi dai 

modelli stessi: il termine tecnico che identifica tale carattere è quello 

di valutazione a-modelistica (model-free).   

Ma allora in un sistema fuzzy qualè la regola che “si eccita” o si 

attiva in un certo momento? La risposta a tale quesito è che tutte le 

regole sono eccitate, per l’intero tempo, in parallelo, e in una 

certa misura, ed in modo parziale, ovvero parallelamente e 

parzialmente: in tal modo, cioè, in cui funziona la memoria 

associativa, il cui risultato è rappresentato proprio da una media 

fuzzy ponderata. 

Se riprendiamo ora il condizionatore d’aria fuzzy e supponiamo che 

il termometro segni 65°, allora tale input risulta immesso nel sistema 

di cinque regole: 
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Guardando poi i triangoli possiamo osservare come l’input 65° 

appartenga al 100% a BUONA e nella misura dello 0% a tutti gli altri, 

ovvero la REGOLA 3 si eccita al 100%: se la temperatura è buona, 

infatti la velocità del motore, in particolare l’output, risulta regolare, 

come è facile verificare dalla seguente figura: 

 

 

Al motore, però, non si può trasmettere un sistema fuzzy, ma occorre 

specificare la velocità, ovvero fornigli un numero: un triangolo, del 

resto, non è un numero, ma possiede un numero medio e, dal 

momento che il triangolo REGOLARE è simmetrico, la media è dato 

proprio dal centro della sua base, precisamente la velocità del motore 

è pari a 50. Tale media rappresenta il centroide dell’insieme output. 

[…] Se consideriamo, ad esempio, la temperatura di 63°, possiamo 

affermare che tale input appartiene all’80% a BUONA, al 15% a 

FRESCA e nella misura dello 0% a tutti gli altri: 
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Si attivano, in tal caso, due regole, se pure in modo parziale, da due 

insiemi o triangoli output: la REGOLA 3 diventa operante solo 

all’80% e la REGOLA 2 solo al 15%. Se restringiamo ora l’insieme 

REGOLARE all’80% della sua altezza e l’insieme BASSA al 15%, 

allora l’insieme output, chiamato sistema fuzzy additivo, si otterrà 

sommando i due triangoli, motivo per cui solo “defuzzificando” 

questo insieme o prendendo il suo valore medio potremmo trovare la 

velocità del motore risultante, pari circa a 42: il sistema rallenterà, 

infatti, per permettere all’aria di riscaldarsi un po’: 

 

[…] I sistemi fuzzy, invece, possono non solo essere resi stupidi o 

intelligenti, geniali o sbagliati in base alle regole fuzzy, ma possono 

anche essere ottenuti o in pochi minuti o in molti mesi, o addirittura 

utilizzando un sistema neurale che li metta a punto appositamente 
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per noi. Il tutto, quindi, si riduce a una ricerca di regole fuzzy che 

fino a questo momento è dipesa esclusivamente dal cervello umano: 

l’obiettivo che ci si prefigge dunque, è proprio quello di liberare i 

nostri cervelli dall’incombenza e di fornire ai sistemi fuzzy un 

cervello, ovvero un loro modo specifico di sviluppare le regole.  

Questa nuova frontiera, dunque, è rappresentata dai sistemi 

adattativi capaci di apprendimento. 
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2.8 I SISTEMI FUZZY ADATTATIVI 

Parlare ora di questi sistemi significherebbe introdurre un nuovo 

elemento: l’intelligenza artificiale. Se finora avevamo dei sistemi la 

cui bontà dipendeva dal fattore umano, cioè dalla capacità dell’uomo 

di dotare il sistema di buone regole, ora ci si pone il problema di 

come rendere il sistema in grado di trovare da solo le regole per il 

proprio funzionamento, ovvero di come far ragionare una macchina 

alla stessa stregua di un esperto, che, al tempo stesso, ha acquisito 

una sicurezza tale da agire senza più ricordare le regole, ma 

attenendosi semplicemente alla propria perizia. 

Questo nodo, quindi, può essere risolto solo attraverso l’introduzione 

delle reti neurali, ovvero di operatori in grado di simulare il 

funzionamento del cervello umano e di riprodurre di conseguenza i 

neuroni e le sinapsi, cioè le singole cellule cerebrali ed i fili che le 

mettono in collegamento tra di loro, formando, così, una fitta rete di 

connessioni multiple. 

Nel cervello umano, inoltre, ogni singolo neurone non rappresenta 

affatto un elemento di memoria, a differenza delle immagini che 

vengono invece ricordate grazie alle connessioni che intercorrono tra 

milioni di cellule e la cui intensità deriva dalle scariche che, essendo 

in grado di riattivare tali connessioni, ad ogni percezione visiva o 

emotiva, possono rinverdire un’immagine o, in assenza, sbiadirla. 
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Le reti neurali godono anche di importanti proprietà quali quella di 

funzionare come autoassociatori oppure quella di approssimare 

funzioni: esse, infatti, apprendono il loro compito da svolgere 

attraverso algoritmi di apprendimento programmati, si da 

modificare i propri parametri man mano che accolgono nuovi dati.  

La rete neurale costituisce, quindi, l’elemento in grado di fornire 

regole fuzzy inserendovi semplicemente dati, non disponendo di un 

algoritmo matematico che sappia elaborare i dati. Nella formula 

Data In, Rules Out (DIRO) è concentrata la filosofia insita in tale 

procedura: essa afferma, infatti, che una macchina può apprendere le 

regole dai dati, precisamente più dati si immettono, più regole si 

apprendono, ovvero le regole sono comprese nei dati. Ne segui, 

pertanto, che se i dati cambiano, anche le regole si modificano, 

proprio come avviene nel cervello umano quando i nostri occhi 

vedono qualcosa che ci fa apprendere una nuova conoscenza. 

Risulta allora necessario precisare cosa siano tali dati e da dove 

provengano, esattamente come lo stesso Bart Kosko si esprimeva nel 

suo libro “Il Fuzzy Pensiero”: 

“Quello che noi cerchiamo è un sistema capace di apprendere, che 

traduca il modo d’agire esperto in regole fuzzy. Gli esperti lasciano 

un’impronta nei dati che essi forniscono, un’orma numerica che un 

sistema adattativo converte in regole fuzzy. Anche le regole 

lasciano nei dati un’analoga impronta numerica, tracce analoghe. I 
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sistemi adattativi succhiano il cervello dell’esperto, il computer o 

qualsiasi cosa fornisca i dati. Più sono i dati, migliore è il modo in 

cui il cervello viene aspirato, più precise sono le regole fuzzy. Dai 

dati alle regole”. 
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2.9 LA FUZZIFICAZIONE, L’INFERENZA E LA 

DEFUZZIFICAZIONE 

Come già detto in precedenza, nella logica tradizionale, un certo 

elemento x può appartenere o non appartenere a un determinato 

insieme A: ad esempio, uno studente può far parte di una classe o 

non farne parte. Nella logica fuzzy, invece, un elemento x appartiene 

ad un insieme fuzzy con un grado di verità compreso tra 0 e 1, e 

definito attraverso una funzione di appartenenza il cui valore risulta 

compreso proprio tra 0 e 1: in tal modo, infatti, viene caratterizzato 

l’insieme fuzzy.  

Le funzioni che, in generale, si utilizzano sono rappresentate da 

triangoli e da trapezi, anche se nulla vieta di utilizzare altri tipi di 

funzione, quali, ad esempio, la gaussiana: 

 

Cerchiamo ora, però, di capire cosa significa “ragionamento fuzzy” o 

“ragionamento sfumato” dove ogni proposizione logica, tipica del 

linguaggio, assume la forma: 
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SE (premessa) ALLORA (conclusione) 

Osserviamo, pertanto, che, mentre nella logica classica la premessa è 

o vera o falsa, e di conseguenza la conclusione è attivata o non 

attivata, nella logica fuzzy, invece, la premessa può assumere un 

qualunque valore compreso tra zero ed uno. 

Se, ad esempio, prendiamo in esame la regola del tipo se l’acqua bolle 

allora butto la pasta, sicuramente non vi sono incertezze nel decidere 

quando buttare la pasta, dal momento che “l’acqua bolle” è un 

evento o totalmente vero o totalmente falso. Se, invece, prendiamo in 

esame la regola se il valore di temperatura dell’acqua è alto allora abbassa 

la fiamma ci troviamo di fronte a dati incerti: che cosa significa alto? E 

di quanto devo abbassare la fiamma? Supponendo, infatti, di poter 

misurare la temperatura con un termometro, come faremo a decidere 

se quel valore rientrerà o meno nella definizione di “alto”? Risulterà, 

in tal caso, opportuno definire sia un intervallo in cui la temperatura 

può variare sia dei sottointervalli che rappresentino definizioni quali 

“basso”, “medio” e “alto”: 
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Del resto il ragionamento cosiddetto sfumato dei sistemi fuzzy è 

diretta conseguenza del fatto che un’ipotesi non è mai 

completamente vera, ne mai completamente falsa, ma ha un suo 

“grado di verità”, coincidente proprio con il grado di appartenenza del 

valore di ingresso a quel determinato intervallo (ad esempio “alto”); 

ciò è dovuto al fatto che tali intervalli non sono nettamente separati 

ma si sovrappongono con funzioni di appartenenza normalmente di 

tipo triangolare/trapezoidale, motivo per cui un valore di una 

variabile di ingresso potrebbe appartenere a due intervalli con due 

differenti gradi di credibilità. 

Nella figura precedente è stata rappresentata una funzione di 

appartenenza che esprime il grado di verità relativo all’appartenenza 

di un certo intervallo di valori di temperatura agli insiemi “basso”, 

“medio” e “alto”: ad esempio, il valore di temperatura di 32°C, 

appartenente a due differenti insiemi (basso e medio), presenta, di 

conseguenza, due differenti gradi di verità. Infatti, ad una 

temperatura di 32°C corrisponde un valore della funzione di 

appartenenza all’insieme “basso” di 0.8, mentre quello relativo 

all’insieme “medio” è di 0.2. Ne segue allora che, una volta definiti 

gli intervalli e i relativi insiemi in cui la temperatura può variare, un 

valore di 32°C può essere considerato “basso” con un grado di 

credibilità maggiore rispetto all’insieme “medio”, precisamente il 

valore di 32°C non può essere considerato completamente basso e 

neanche completamente medio. 
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La figura precedente, quindi, rappresenta proprio l’operazione, 

comunemente definita “fuzzificazione dell’ingresso”, di 

trasformazione del dato preciso in dato tipo fuzzy: 

Dato preciso di temperatura = 32 gradi centigradi 

Dato fuzzy del valore di temperatura = basso con credibilità 0.8 

Dato fuzzy del valore di temperatura = medio con credibilità 0.2 

Per poter quindi realizzare matematicamente il processo di 

fuzzificazione, bisogna effettuare alcuni semplici calcoli sulle 

funzioni triangolari/trapezoidali che sono stati già illustrati nei 

paragrafi precedenti. 

Occorre, però, precisare che esistono diversi approcci che conducono 

alla soluzione del problema di fuzzificazione: infatti, risulta possibile 

considerare funzioni di qualunque tipo, per definire il grado di 

appartenenza di un ingresso ad una classe, e calcolare semplicemente 

il valore di una funzione in un particolare punto attraverso il valore 

dell’ingresso. 

Quando finalmente siamo in possesso di dati fuzzy provenienti dal 

processo di fuzzificazione dobbiamo inserire nel motore decisionale 

delle regole che ci diano delle uscite fuzzy particolari per 

determinate situazioni (fuzzy) degli ingressi. Abbiamo dunque 

bisogno di un procedimento attraverso il quale in base al grado di 
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verità della premessa, venga attivato l’insieme fuzzy di uscita: tale 

procedimento è noto con il nome di Inferenza.  

 
 

Nella figura sopra riportata è rappresentato l’insieme fuzzy di uscita 

“alzo la fiamma”, diretta conseguenza della premessa “il valore di 

temperatura è basso”: si tratta, cioè, di un insieme fuzzy di tipo 

triangolare. Bisogna, però, attivare adesso ad un’inferenza che risulti 

“proporzionale” al grado di verità della premessa; ciò è reso 

possibile dal cosiddetto metodo del “Min-Max”, che consiste nel 

troncare superiormente la funzione di appartenenza dell’uscita al 

valore del grado di verità della premessa: 
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Così, una volta eseguita l’inferenza, la funzione di appartenenza 

viene ridotta ad un trapezio di altezza 0.8, coincidente proprio con il 

grado di appartenenza di 32°C alla classe “basso”. 

A questo punto, però, occorre tenere presente che ogni azione umana 

deriva da una serie di considerazioni (regole), e non da una soltanto, 

motivo per cui bisogna trovare un metodo che consente di “tenere 

conto” del contributo delle diverse regole: si tratta, cioè del Metodo 

di Composizione “Maximum” associato a quello inferenziale del 

“Min-Max”, che consiste nel costruire l’insieme finale di uscita 

mediante l’unione di tutti gli insiemi fuzzy delle variabili di uscita, 

precisamente sovrapporre tutte le funzioni di appartenenza troncate. 

Nella figura seguente viene rappresentata una sovrapposizione tra 

due funzioni di appartenenza troncate: la funzione risultante è 

trapezoidale, in quanto ottenuta dalla sovrapposizione di due 

funzioni anch’esse trapezoidali: 

 

 

Nel processo inferenziale otteniamo, infine, dei dati fuzzy in uscita 

che, però, servono a ben poco, per cui risulta estremamente 

necessario trasformare i dati, che derivano dalla valutazione delle 
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regole, in dati numerici reali: tale processo, opposto alla 

fuzzificazione dell’ingresso, prende il nome di defuzzificazione 

dell’uscita. 

Il metodo più usato resta comunque quello del baricentro che 

consiste nel calcolare il valore di y (uscita) corrispondente al 

baricentro dell’insieme finale fuzzy. Applicando tale metodo alla 

funzione sopra raffigurata si ottiene la seguente rappresentazione: 

 

Com’è facile constatare, una volta trovato il baricentro, si traccia una 

retta parallela all’asse delle ordinate e passante per il baricentro: 

l’intersezione di tale retta con l’asse delle ascisse fornisce proprio il 

valore dell’uscita y. 

Consideriamo adesso un esempio, un po’ più preciso del precedente, 

corredato anche con appositi calcoli. 

Occorre, però, precisare in prima istanza che, nella teoria classica dei 

sistemi, il modello matematico di un sistema è noto nel momento in 

cui si dispone di una o più equazioni che descrivono le relazioni fra 

le variabili. Ne segue, quindi, che non è sempre possibile creare un 
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modello matematico di un sistema complesso, a meno che non si 

facciano molte approssimazioni, a causa dell’elevato numero di 

variabili. Per il raggiungimento di tale obiettivo, allora, ci viene in 

aiuto la logica sfumata utile, quale metodo innovativo, per affrontare 

problemi di questo tipo. Infatti, nei modelli fuzzy, il sistema di 

equazioni è sostituito da una famiglia di regole logiche che 

forniscono una descrizione linguistica del sistema: la logica fuzzy, 

del resto, utilizza una tecnica che fa parte dei sistemi decisionali 

basati su regole del tipo IF…THEN…ELSE. 

Alla base di tutto questo discorso vi è, però, un insieme di 

conoscenze basate, non sui dati, bensì sulla relazione tra essi: se, 

infatti, prendiamo in esame una regola del tipo IF (premessa) - 

THEN (conseguenza) → SE (la temperatura corporea è alta) 

ALLORA (hai la febbre), eseguendo una misurazione, otterremo un 

valore numerico preciso che ci darà la certezza di avere o meno la 

febbre: se il termometro segnerà una temperatura superiore a 37° C, 

quindi, avremo sicuramente la febbre. Se dovessimo avere un 

termostato preposto al controllo di una ventola di un apparecchio di 

riscaldamento, invece, occorrerebbe stabilire delle regole, di tipo 

IF…THEN, che sovrintendono alla velocità della ventola, a sua volta 

variabile in base alla temperatura della stanza. Ci si troverà, così, di 

fronte a regole quali: 

SE la temperatura è fredda ALLORA la velocità della ventola è alta; 
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SE la temperatura è fresca ALLORA la velocità della ventola è 

media;  

SE la temperatura è calda ALLORA la velocità della ventola è bassa. 

In tal caso, però, subentra l’incertezza dovuta all’imprecisione degli 

input (fredda, fresca, calda), per cui risulta indispensabile stabilire 

degli intervalli di valori, per le variabili d’ingresso e di uscita del 

controllore, relativi agli insiemi fuzzy “alta”, “media” e “bassa”: 

 

   µ(x)         fredda                       fresca                     calda    

       1 

    0,8    

       

    0,2    

   ׀                                                     0       

                             10          15           20          25         30          35             T 

                                                            21 

Se, ad esempio, consideriamo il valore di temperatura di 21° C., 

allora possiamo asserire che esso appartiene a due differenti insiemi 

(fresca e calda) che gli conferiscono di conseguenza, due differenti 

gradi di verità, intendendo con il termine di grado di verità il grado 

di appartenenza del valore di ingresso ad un determinato intervallo 

(ad esempio fresco). Come si può notare dalla figura precedente, 

quindi, gli intervalli non solo non sono separati, ovvero si 

sovrappongono tra loro, ma sono caratterizzati anche da funzioni di 

appartenenza che, nel caso specifico, sono di tipo trapezoidale: una 
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variabile di ingresso, cioè, potrebbe appartenere a due differenti 

intervalli con relativi gradi di verità. 

Anche se la regola sopra descritta è di tipo SISO, cioè single input-

single output, ovvero un solo input (la temperatura) e un solo output 

(la velocità della ventola), risulta sempre possibile avere delle forme 

più complesse, in cui troviamo anche operatori della forma AND e 

OR. 

Ad esempio, nel campo della didattica, poichè la scelta del voto, o del 

giudizio complessivo da attribuire ad un alunno, risulta sempre 

molto difficile per un insegnante, la logica fuzzy fornisce un valido 

aiuto, offrendo la possibilità di lavorare anche con più valori di 

entrata e più valori di uscita. In tal caso, quindi, le tre variabili di 

ingresso potrebbero essere: 

A) livello di padronanza delle conoscenze e delle abilità;  

B) livello di relazionalità e partecipazione; 

C) livello di impegno dimostrato. 

E le variabili di uscita potrebbero essere:  

D) giudizio complessivo; 

E) grado di necessità di interventi individualizzati. 
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Nella tabella di seguito riportata sono evidenziate alcune regole 

fuzzy ed alcuni possibili combinazioni che si possono incontrare: 

 
 
                O          S                  M  

           I                                                                     I = input 

          S            SISO            SIMO                          O = output 

                                                                                 S = single           

          M          MISO           MIMO                         M = multi 
 
 
 

 

Tenendo conto che le righe rappresentano gli input (I) e le colonne gli 

output (O), possiamo osservare, ad esempio, come nella prima riga e 

nella prima colonna sia presente la S che sta ad indicare un singolo 

input e un singolo output, a differenza della M, che figura nella 

seconda riga e nella seconda colonna, che, invece, indica la presenza 

di più input e di più output. L’intersezione tra la seconda riga (gli 

input) e la prima colonna (gli output) fornisce, come risultato, la 

combinazione MISO, multi input e single output, ovvero più ingressi 

ed una sola uscita. Ma allora il ragionamento di tipo fuzzy, 

caratterizzato dall’insieme di regole deduttive da applicare a un 

determinato sistema per ottenere, tramite l’utilizzo della logica fuzzy, 

dei risultati, si può suddividere, come già detto, nelle seguenti fasi:  

1. Fuzzificazione dell’input: trasformazione del dato preciso in dato 

fuzzy;  
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2. Inferenza o scelta delle regole: applicazione del dato fuzzy trovato 

alla parte conclusiva di ogni regola; 

3. Defuzzificazione dell’output: conversione del dato fuzzy di uscita 

in dato preciso. 

Il ragionamento dei sistemi fuzzy, dunque, è dovuto al fatto che 

un’ipotesi non è mai completamente vera né mai completamente 

falsa, ma possiede un grado di verità, che inciderà sul modo in cui 

verrà eseguita la regola e, quindi, applicata la conseguenza. 

Riprendiamo ora l’esempio, citato nel paragrafo precedente, 

caratterizzato dallle seguenti tre regole del tipo IF…THEN:  

A) SE la temperatura è fredda ALLORA la velocità della ventola è 

alta.  

B) SE la temperatura è fresca ALLORA la velocità della ventola è 

media.  

C) SE la temperatura è calda ALLORA la velocità della ventola è 

bassa.   

La figura della funzione di appartenenza, in cui si può osservare 

come il valore 21° C appartenga all’insieme “fresca” con un grado di 

verità pari a 0,8 e all’insieme “calda” con un grado di verità pari a 

0,2, rappresenta l’operazione di fuzzificazione dell’input, ovvero la 

trasformazione del dato preciso in dato fuzzy, cioè si ha: 
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- dato preciso di temperatura = 21° C;  

- dato fuzzy del valore della temperatura = fresca con credibilità 0,8; 

- dato fuzzy del valore della temperatura = calda con credibilità 0,2. 

Per poter ora realizzare matematicamente il processo di 

fuzzificazione bisogna effettuare alcuni semplici calcoli sulle funzioni 

triangolari e trapezoidali: nel caso in questione, ad esempio, ci si 

trova di fronte ad una  funzione trapezoidale. 

In primo luogo, quindi, occorre verificare se la variabile in questione 

è compresa tra i valori estremi di ogni insieme, precisamente se: 

1)lim-inferiore dell’insieme < x < lim-superiore dell’insieme 

allora x appartiene all’insieme per cui occorre calcolare il suo grado 

di appartenenza, stabilimendo la pendenza ∆ sui lati dei trapezi che 

definiscono gli insiemi. Nel caso in esame, ed esempio, il valore di ∆ , 

essendo lo stesso per ogni insieme, ci consente di calcolare il grado di 

appartenenza di un certo input x ad un determinato insieme: se il 

valore di x cade all’interno dell’intervallo di sovrapposizione di due 

insiemi fuzzy allora occorre stabilire l’appartenenza ai due diversi 

insiemi; se, invece, il valore di x cade all’esterno dell’intervallo di 

sovrapposizione, allora esso appartiene senz’altro a quell’insieme 

con grado pari ad 1. 

Ad esempio, come si evince dalla seguente figura, risulta:  
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gda (18) = 1 

   

   µ(x)         fredda                       fresca                     calda    

       1 

    0,8 

       

       

   ׀                                                     0       

                             10          15           20          25         30           35                T 

                                                    18     21 

              

Inoltre è opportuno osservare che il grado di appartenenza 

dell’elemento x ad un insieme, nel caso della sovrapposizione di due 

insiemi, è dato dalle seguenti formule: 

2) gda(x) = (x – lim. inf.) * ∆ (pendenza positiva) 

3) gda(x) = (lim. sup. – x) * ∆ (pendenza negativa) 

dove:  

gda(x) indica il grado di appartenenza di x all’insieme considerato;  

lim. inf. indica il punto di intersezione fra la retta, contenente il lato 

obliquo, con pendenza positiva e l’asse delle ascisse;  

lim. sup. indica il punto di intersezione fra la retta, contenente il lato 

obliquo, con pendenza negativa e l’asse delle ascisse. 
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Se ora riprendiamo il nostro valore di temperatura, pari a 21° C, e ci 

calcoliamo la sua appartenenza agli insiemi coinvolti, ovvero agli 

insiemi “fresca” e “calda”, possiamo constatare che esso non 

appartiene all’insieme “fredda”, in quanto esterno ad esso: dunque, 

come è possibile osservare dalla figura, gda (21) = 0. 

Se ora consideriamo l’insieme “fresca”: 

 

   µ(x)         fredda                       fresca                     calda    

       1 

    0,8    

       

    0,2    

   ׀                                                     0       

                             10          15           20          25         30          35                 T 

                                                            21 

possiamo dedurre, osservando semplicemente la figura 

soprariportata, che: 

                                   ∆ = 1/ (15-10) = 1/5 = 0,2 

Dall’osservazione della figura si deduce che ∆ = 1 / (15 – 10) = 1 / 5 = 

0,2. Vediamo se x = 21 cade all’interno dell’insieme: 

Per poter asserire se x = 21 cade o meno all’interno dell’insieme, 

basta sostituire nella 1) i valori,e otterremo: 

10 < x = 21 < 25 
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Dunque x = 21 cade all’interno dell’intervallo “fresca”. 

A questo punto possiamo calcolare il grado di appartenenza del 

nostro valore all’insieme “fresca”. 

Per  ∆ < 0 applicando la 3) otteniamo:  

gda(21) = (25 – 21)  * 0,2 = 0,8 

Se ora consideriamo l’insieme “calda”:  

 

 

 

   µ(x)         fredda                       fresca                     calda    

       1 

  

       

     0,2  

   ׀                                                     0       

                             10          15           20          25         30           35                T 

                                                             21 

sempre per la 1), otteniamo:  

20 < x = 21 < 35 

ovvero x = 21 appartiene all’insieme “calda”, per cui risulta possibile 

calcolare il grado di appartenenza all’insieme. 

Per ∆ > 0 applicando la 2) otteniamo:  

gda(21) = (21 – 20) * 0,2 = 1 * 0,2 = 0,2 
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Dunque, il nostro valore x = 21 appartiene, con grado di credibilità 

pari a 0,8, all’insieme “fresca” e, con grado di credibilità pari a 0,2, 

all’insieme “calda”. Il valore x = 21, in conclusione, appartiene 

maggiormente all’insieme “fresca”. 

Ottenuti ora i dati fuzzy attraverso il processo di fuzzificazione, 

risulta indispensabile trovare delle regole che ci diano degli output 

fuzzy particolari (valori fuzzy di uscita), corrispondenti a delle ben 

determinate situazioni fuzzy di input (valori fuzzy d’ingresso). 

La regola che abbiamo fino ad ora adottato è quella di tipo IF 

(temperatura) THEN (velocità della ventola), ovvero il nostro valore 

di uscita è proprio la velocità; ci occorre, cioè, un procedimento 

attraverso il quale, in base al grado di credibilità della premessa, 

venga attivato l’insieme fuzzy di uscita: tale procedimento è 

chiamato inferenza. 

Se ora rappresentiamo i tre insiemi fuzzy di uscita, relativi alle 

rispettive premesse, e scegliamo di utilizzare, ad esempio, la forma 

triangolare, come illustrato nella figura di seguito riportata: allora 

dobbiamo applicare un’inferenza “proporzionale al grado di verità 

della premessa”, utilizzando il metodo del “Min-Max”, che consiste 

nel troncare superiormente la funzione di appartenenza dell’uscita al 

valore del grado di verità della premessa. 
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Ad esempio, per il valore considerato x = 21, per la premessa 

“temperatura fredda” il grado di credibilità è pari a 0, ovvero la 

regola A) (SE la temperatura è fredda ALLORA la velocità della 

ventola è alta) non è attivata: 

                     gda                           alta          

             1  

 

 

 

         ׀                           ׀                           ׀             0             

                           20                        30                       40                y = velocità 

 

Se consideriamo la regola B), cioè SE la temperatura è fresca 

ALLORA la velocità della ventola è media, allora, per la premessa 

“temperatura fresca”, il grado di credibilità è pari a 0,8, per cui 

dobbiamo troncare superiormente la funzione di appartenenza 

dell’uscita al valore del grado di verità o credibilità della premessa: la 

funzione viene così ridotta ad un trapezio di altezza 0,8, 

corrispondente al grado di appartenenza di 21° C all’insieme 

“fresca”. 
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       gda                                       media           

             1  

          0,8 

 

 

         ׀                           ׀                           ׀             0             

                           10                       20                         30                 y=velocità 

 

Se consideriamo la regola C), cioè SE la temperatura è calda 

ALLORA la velocità della ventola è bassa, allora, per la premessa 

“temperatura calda” il grado di credibilità è pari a 0,2, per cui 

bisogna ridurre la funzione di appartenenza ad un trapezio con 

altezza pari a 0,2, corrispondente al grado di appartenenza di 21° C 

all’insieme “calda”.  

               gda                  bassa              

             1  

 

 

           0,2 

         ׀                           ׀                           ׀ 0             

               0                           10                       20                    y=velocità 





s

m
 

Costruiamo, ora, l’insieme finale di uscita, unendo tutti gli insiemi 

fuzzy delle variabili di uscita, ovvero sovrapponendo tutte le 

funzioni di appartenenza troncate, utilizzando il metodo di 

composizione “Maximum”. 
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                                bassa                     media                         

   1                             

0,8             

 

0,2                             

    ׀             ׀             ׀             ׀                          ׀             ׀                             0   

    2                          10           15           20         25          30          35          40    

                                                                                                y=velocità m/s                                                                                 

Si rende ora necessario trasformare i dati, derivanti dalla valutazione 

delle regole in dati numerici reali, attraverso il processo inverso della 

fuzzificazione dell’input, noto come defuzzificazione dell’output. 

Il metodo più usato per il raggiungimento di tale obiettivo risulta 

quello del baricentro, che consente di calcolare il valore di y (uscita), 

corrispondente al baricentro dell’insieme finale fuzzy. 

Per determinare il baricentro, però, occorrono alcune misure, facili da 

ricavare: dalla figura seguente risulta abbastanza facile constatare 

come dalla sovrapposizione dei due triangoli troncati si sono formati 

tre trapezi C, D ed E: 

                                 bassa                     media                         

   1                             

0,8             

                                                             E 

0,2                  C                      D                

    ׀             ׀             ׀             ׀             ׀             ׀             ׀                             0   

          2                     10         15    18   20          25          30           35         40      

                                                                                                  y=velocità m/s 

le cui aree possono essere calcolate applicando la seguente formula:  
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4) altezza * ( base min. + base magg.) / 2 

ne segue, quindi, che:  

            Area (C) = 0,2 * (10 + 12) / 2 = 0,2 *  24 / 2 = 2,4 
            
            Area (D) = 6 * (0,2 + 0,8) / 2 = 6 * 1 / 2 = 3 
 
            Area (E) = 0,8 * (4 + 12) / 2 = 0,8 * 16 / 2 = 6,4 
 

Per calcolare ora graficamente il baricentro occorre riportare, per 

ogni trapezio, a fianco della base maggiore la lunghezza della base 

minore e viceversa; unendo poi i punti più lontani dei segmenti che 

si sono formati e tracciando la mediana, possiamo constatare come 

l’incontro della mediana con la retta di congiunzione che abbiamo 

precedentemente disegnato rappresenti il baricentro del trapezio 

preso in considerazione. Nel caso in questione, invece, bisognerà 

calcolare il baricentro dei tre trapezi singolarmente per poter poi 

applicare la formula per il calcolo del baricentro, da cui si 

otterrà,infine, il valore reale d’uscita. Se calcoliamo il baricentro, del 

trapezio E:    

 

 

 

 

                                           18       22,5                30       

 

ed in maniera analoga quello degli altri due, otteniamo:  

bE = 22,5 
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bC = 6,5 

bD = 15,3 

da cui possiamo determinare il valore di uscita y, dato dalla seguente 

formula: 

 

5)                       area C * bC + area D * bD + area E * bE 

                                     area C + area D + area E  

Sostituendo i valori, precedentemente trovati, nella 5), otteniamo:  

y = 98,16
8,14

4,251

8,14

1448,916,15

4,664,2

5.22*4,63,15*65,6*4,2
==

++
=

++
++

 

 

da cui segue che, per x = 21, il valore di uscita è pari alla velocità 

della ventola , ovvero a 16,98 m/s. 

 

                                 bassa                     media                         

   1                             

0,8             

                                                             E 

0,2                  C                      D                

    ׀             ׀             ׀             ׀             ׀             ׀             ׀                             0   

          2                     10         15     18  20          25          30           35         40      

                                                  16,98                                       y= velocità m/s 
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CAPITOLO III 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

LE APPLICAZIONI FUZZY 

 

 

 

 

 

 

 
“Certuni vogliono ottenere l’immortalità 
attraverso le loro opere o i loro discendenti. 
Io voglio ottenerla non morendo.” 

Woody Allen. 
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3.1 I PRODOTTI FUZZY 

 

Dopo aver discusso, nel capitolo precedente, su come potrebbe 

funzionare un processo fuzzy, dobbiamo ora cercare di trovare un 

riscontro nelle applicazioni, prendendo talvolta decisioni fuzzy su 

questioni che la vita quotidiana ci propone, quali, ad esempio, il 

decidere se fare o meno una certa cosa, oppure cosa fare ora, o se 

prendere o meno un nuovo lavoro, che ci viene offerto, oppure se 

accettare o meno un appuntamento o la promessa di matrimonio, o 

ancora, se si decide di acquistare un nuovo cane, una nuova casa o 

una nuova auto, quale scegliere. Ma allora possiamo spiegare le 

nostre scelte? 

Secondo la concezione FAM, illustrata nel capitolo precedente, 

scegliamo una media ponderata fuzzy tra le varie possibilità, cioè 

sommiamo una serie di cose e attribuiamo a ciascuna di esse un certo 

peso, in modo tale da poter poi effettuare la media, calcolando il 

<<centroide>> o il centro di massa, facilmente ottenibile con il 

semplice intuito, senza ricorrere ad equazioni matematiche o al 

disegno di toppe di regole su un foglio: siamo in grado, infatti, di 

sentire o intuire il centro della massa, che ci attira e ci fa propendere 

verso di sé, essendo anche estremamente abili nel seguire il flusso 

delle nostre menti, che, a loro volta, forniscono risposte senza, però, 

spiegarle. 
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Supponiamo ora di aver ricevuto l’offerta di una nuova occupazione 

e di averla accettata: che cosa diremo a nostra moglie quando ci 

chiederà perché l’abbiamo accettata? Diremo molte cose ma ciascuna 

sarà solo una parte della risposta: paga migliore, apprezzata dalla 

gente, maggiori possibilità di crescita e di avanzamento, lavoro più 

interessante, un ufficio più grande e così via. Si può difendere la 

scelta con queste ragioni, ma non la si può spiegare completamente: 

ogni tipo di motivazione, infatti, è una questione di misura con un 

proprio peso fuzzy o grigio.  Quanto è migliore la nostra nuova 

paga? Quanto è più breve il tragitto in auto? Nessuna ragione che si 

fornisce risulta di per sé determinante per la decisione che, invece, è 

il risultato della loro somma ed equivale a una media ponderata delle 

stesse. 

Del resto, in base al teorema di FAT, una media fuzzy ponderata può 

approssimare la nostra scelta che dipende da elaborazioni complesse, 

non lineari del nostro cervello e che ad alto livello, sembra una media 

fuzzy ponderata, o addirittura il centro di massa di una curva. Anche 

se il termine <<media ponderata>>, o la cosiddetta <<aspettativa 

matematica>>, è sotto la giurisdizione della teoria della probabilità, 

si può mostrare come queste medie ponderate portino a una 

decisione caratterizzata da una probabilità ottimale, la cosiddetta 

“media condizionale”: Sarà sufficiente, infatti, fornire 

un’interpretazione probabilistica di un insieme fuzzy per trovare la 

matematica che porti alla conclusione. Si può considerare l’insieme 
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FRESCA delle temperature come una lista infinita di probabilità, 

precisamente la probabilità che l’aria sia fresca ad ogni rilevazione di 

temperatura. Ciò che realmente conta con i sistemi fuzzy, però, è il 

legame fra le parole e gli insiemi e fra la conoscenza e le toppe: 

conoscenza certa, infatti, implica toppa piccola, così come una 

conoscenza incerta comporta una toppa grande; il vero vantaggio, 

quindi, è rappresentato dalla mancanza di un modello matematico, 

precisamente le medie ponderate e il resto sono solo dei semplici 

dettagli che stanno sulla cima della struttura a toppe. D’altronde, 

sembra che noi facciamo medie ponderate solo quando prendiamo 

decisioni: questo spirito, cosiddetto, fuzzy della legge viene chiamato 

regola di ragione, in quanto la differenza emerge nel momento in cui si 

cerca di sostituire una corte di giustizia con un computer. 

Ma allora come funzionano nella pratica le FAM? Ci si può chiedere, 

ad esempio, come funziona una lavabiancheria fuzzy: a livello 

matematico, infatti, essa opera come una FAM, precisamente le 

regole individuano le toppe che poi vengono sommate tra di loro 

fino a ricoprire l’intero sistema. La maggior parte delle macchine 

nuove, però, contiene un piccolo chip o un microprocessore, per cui 

basterà programmare il chip che provvederà ad immagazzinare le 

regole FAM e a prendere decisioni relativamente alle medie fuzzy 

ponderate. L’utente, cioè, deve solo caricare la biancheria nella 

lavatrice e premere il pulsante d’avvio, anche se, in alcuni modelli, 

sarà opportuno anche caricare il detergente una volta alla settimana 
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circa. Le lavabiancheria <<intelligenti>>, inoltre, regolano il ciclo di 

lavaggio in funzione del tipo di panni e del loro grado di sporcizia, in 

quanto, com’è ben noto, alcune macchie impiegano più di altre a 

dissolversi: quella dell’olio, ad esempio, si divide molto lentamente, a 

differenza del fango e dello sporco in genere. L’agitatore, nel rigirare 

la biancheria, opera come un sensore di carico, sente la portata del 

carico e, smaltendo lo sporco, ipotizza il tipo di panni che stanno 

subendo il lavaggio. Questi dati vengono poi inviati al 

microprocessore: durante il funzionamento della macchina, infatti, 

un sensore ottico fa si che il condotto dell’acqua di scarico sia 

attraversato da un raggio di luce intermittente; l’acqua opaca, che 

offusca la luce intermittente, quindi, indica al sensore, e di 

conseguenza al microprocessore, il livello di sporcizia e il 

corrispondente livello del detergente, anche se alcune macchine, le 

più recenti chiaramente, immettono bolle d’aria nell’acqua di 

lavaggio si da favorire lo scioglimento sia del sudiciume che del 

detergente. Tutte le lavatrici fuzzy, comunque, sono progettate, in 

modo tale da prevenire sia danni alla biancheria che l’insufficienza o 

l’eccesso di lavaggio.  

Il sistema fuzzy, collocato nel microprocessore, almeno in tutti i 

prodotti <<intelligenti>>, converte i dati dei sensori in comandi di 

lavaggio, fornendo più o meno seicento comandi, che poi vengono 

scelti dalle medie ponderate fuzzy: in ogni secondo, o frazione di 

secondo, cioè, il sistema FAM comunica all’agitatore il modo in cui 
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deve girare, decide la quantità d’acqua da immettere, come variare il 

lavaggio, la rotazione, i cicli di risciacquo ed anche se questi devono 

essere o meno ripetuti. Per tale sistema sono stati disegnati dei 

triangoli per gli insiemi fuzzy, in base alla dimensione del carico, alla 

limpidezza e al flusso dell’acqua, e poi messi in relazione con circa 30 

regole: il carico, infatti, può risultare piccolo, medio, grosso, molto 

grosso; l’acqua può essere sporchissima, sporca, media, pulita, molto 

pulita; i comandi di immissione possono essere niente, poca, una 

quantità media, molta acqua. Se il carico è pesante e sporco, dunque, 

bisognerà usare molta acqua e ripetere i cicli, mentre se il carico è 

leggero e pulito, sarà sufficiente usare poca acqua e non ripetere il 

ciclo. 

Utilizzo di questi nuovi sensori, dunque, migliora le lavatrici, o per 

lo meno tutte le macchine intelligenti, anche se i critici tendono ad 

evidenziare che questo intervengono solo nel momento in cui 

vogliono negare che sia proprio la logica fuzzy a determinare 

l’aumento del quoziente intellettivo delle macchine. Occorre 

sottolineare, però, che da un lato i nuovi sensori forniscono un 

contributo importante, accrescendo la quantità dei dati disponibili in 

tempi anche rapidi e con maggiore precisione rispetto ai vecchi 

sensori o, ovviamente, all’assenza degli stessi, dall’altro la 

competizione sul mercato risponde solo a principi di efficienza: gli 

ingegneri orientali, ad esempio, non adottano di certo la logica fuzzy 

perché ritenuta più consona allo Zen o alla loro personale visione del 
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mondo o perché in grado di fornire un nuovo termine alla moda che 

rende meglio l’idea, ma, al contrario, è il denaro che finisce con 

l’apparire la cosa più consona alla maggior parte delle visioni del 

mondo, tenendo conto che, nella maggior parte delle macchine che 

usano la logica fuzzy, il sistema fuzzy ha superato i suoi concorrenti 

non fuzzy, ovvero è l’unico ritenuto idoneo per il raggiungimento 

dell’obiettivo prefissato. 

A titolo di esempio possiamo ora mensionare le seguenti macchine 

fuzzy: 1) i condizionatori d’aria HITACHI che, evitando le sopra e le 

sottoregolazioni dovute a variazioni di temperatura, consumano 

meno energia per l’accensione e lo spegnimento, 2) copiatrici 

CANON, che regolano il voltaggio del tamburo in funzione di 

densità, temperatura e umidità dell’immagine, 3) televisori 

SAMSUNG, che sistemano il colore e la caratteristica dello schermo 

per ciascuna sequenza, stabilizzando anche il volume in funzione 

dell’ubicazione della stanza dello spettatore; 4) videocamere 

MATSUSHITA, che neutralizzano le vibrazioni della mano e 

regolano l’autofuoco; 5) freni antibloccaggio NISSAN, che, nei casi a 

rischio, controllano i freni in funzione della velocità e 

dell’accelerazione sia dell’auto che delle ruote. 
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3.2 L’AZIONE DI CONTROLLO FUZZY 

 

L’obiettivo di un’azione di controllo fuzzy, o di regolazione fuzzy, 

consiste proprio nel cercare di portare un sistema a comportarsi in un 

modo desiderato, sulla base delle misure del suo stato attuale, 

agendo, di conseguenza, in modo opportuno. 

 

 

L’oggetto dell’azione di controllo può essere un processo industriale 

ma può appartenere anche ad altri contesti di tipo meccanico, 

biologico, socio-economico, etc. 

Generalmente, dovendo formalizzare il problema, l’obiettivo viene 

espresso da un set di valori di riferimento (setpoint) di certe variabili 

(variabili da controllare), mentre le azioni si attuano conferendo certi 

valori ad altre variabili (variabili di controllo) sulla base dell’errore 

che il confronto tra setpoint e misure rileva. 



 130

 

Il sistema da controllare viene spesso descritto con l’ausilio di un 

modello matematico desunto dalle leggi fisiche che ne esprimono il 

comportamento; data, inoltre, la frequente presenza di equazioni 

differenziali, i modelli più impiegati risultano essere i sistemi 

dinamici. Alternativamente, in base alla disponibilità di misure 

ingresso/uscita sul sistema, si può risalire ad un suo modello 

dinamico a tempo discreto grazie a raffinate tecniche di 

identificazione parametrica. 

Il controllore deve allora, in ogni istante, in base all’informazione 

disponibile, determinare il valore da attribuire alle variabili di 

controllo in modo tale che l’andamento delle variabili controllate sia, 

il più possibile simile a quello desiderato, malgrado l’influenza di 

disturbi imprevedibili. È proprio la presenza di incertezza e disturbi 

non misurabili nel sistema da controllare ad imporre che l’obiettivo 

possa essere raggiunto solo attraverso lo schema della retroazione 

(feedback). 
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Lo scopo di un buon sistema di controllo, quindi, consiste nel portare 

a zero l’errore a regime e nell’ottenere tale risultato nel minor tempo 

possibile, sia limitando al massimo l’entità delle sovraelongazioni 

(overshoot) della variabile controllata intorno al setpoint sia cercando 

di contenere le oscillazioni della variabile di controllo che si 

ripercuotono sugli attuatori. 

[…] Pertanto, a parte il semplice ON/OFF, i controlli tradizionali di 

maggior impiego nel mondo industriale sono quelli di tipo 

Proporzionale-Integrale-Derivativo (PID) che, pur non garantendo 

in generale prestazioni ottime, hanno il pregio, in virtù della loro 

relativa semplicità, di fornire un rapporto costi-benefici difficilmente 

superabile da altri tipi di controlli più avanzati e sofisticati. 

Si ricordi che un regolatore PID, nella sua forma classica, può essere 

descritto attraverso la seguente espressione:  

u = Kp e + Ki  ∫ edt + Kd de/dt 

dove u è la variabile di controllo, e è l’errore di sistema (dato dalla 

differenza tra il valore di setpoint e quello dell’uscita) e Kp, Ki, e Kd 

sono le tre costanti, rispettivamente la proporzionale, la integrale e la 

derivativa. 
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Alternativamente si può trovare implementata anche la seguente 

formula (più pronta per l’analisi in frequenza del sistema in anello 

chiuso):  

u = Kp ( e + 1/Ti ∫ edt + Td de/dt ) 

che equivale ad avere Ki = Kp/Ti e Kd = Kp Td. 

Dall’espressione precedente, quindi, risulta chiaro come il controllo 

sia il risultato delle tre azioni, secondo quanto schematizzato nella 

seguente figura:  

  

che non devono essere presenti necessariamente in contemporanea; 

in quest’ultimo caso si parlerà allora di controlli P, PI oppure PD. 

Si noti che:  

1) l’azione proporzionale è tanto maggiore quanto l’errore è 

maggiore;  
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2) l’azione integrale (proporzionale all’andamento avuto dall’errore) 

è utilizzata in generale per annullare l’errore a regime a seguito di 

ingressi a gradino;  

3) l’azione derivativa (proporzionale alla tendenza dell’errore) ha lo 

scopo di anticipare il comportamento futuro dell’errore in transitorio. 

Sulla base di quanto appena esposto, nel controllo fuzzy un certo set 

di regole viene utilizzato per imporre un determinato 

comportamento ad un sistema (processo). Gli errori di sistema, 

ovvero la differenza tra i valori dei setpoint e quelli delle variabili 

misurabili y (pressioni, portate, temperature, pH, livelli), 

costituiscono gli ingressi dell’algoritmo fuzzy; i comandi u per gli 

attuatori (valvole, pompe, dosatrici), invece, ne costituiscono le 

uscite. Sia gli uni che gli altri, pertanto, devono essere classificati in 

certi set di insiemi fuzzy (ad es. Bassa, Alta, Aperta, Chiusa). 

Un diffuso schema di regolazione, ad esempio, è quello che utilizza 

come ingressi la variabile da controllare e la sua derivata:  
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In questo modo possono essere implementate delle regole che 

rispecchiano, in modo estremamente intuitivo, il corretto modo di 

operare del controllore, si da avere ottime prestazioni 

nell’inseguimento del set-point (e quindi ottenere, in generale, bassi 

valori del tempo di salita, del tempo di assestamento e della 

sovraelongazione). 

A titolo di esempio, basti pensare alle nove regole risultanti nel caso 

si abbiano tre funzioni di appartenenza, per ognuno dei due ingressi, 

e cinque per l’uscita, che possono essere espresse nel modo seguente:  

1. Se l’errore è Negativo e la derivata dell’errore è Negativa, allora 

l’uscita del controllore sarà Negativa Grande (NG); 

2. Se l’errore è Negativo e la derivata dell’errore è circa Zero, 

allora l’uscita del controllore sarà Negativa Piccola (NP); 

3. Se l’errore è Negativo e la derivata dell’errore è Positiva, allora 

l’uscita del controllore sarà Zero (Z); 

4. Se l’errore è circa Zero e la derivata dell’errore è Negativa, 

allora l’uscita del controllore sarà Negativa Piccola (NP); 

5. Se l’errore è circa Zero e la derivata dell’errore è circa Zero, 

allora l’uscita del controllore sarà Zero (Z); 

6. Se l’errore è circa Zero e la derivata dell’errore è Positiva, allora 

l’uscita del controllore sarà Positiva Piccola (PP); 
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7. Se l’errore è Positivo e la derivata dell’errore è Negativa, allora 

l’uscita del controllore sarà Zero (Z); 

8. Se l’errore è Positivo e la derivata dell’errore è circa Zero, allora 

l’uscita del controllore sarà Positiva Piccola (PP);  

9. Se l’errore è Positivo e la derivata dell’errore è Positiva, allora 

l’uscita del controllore sarà Positiva Grande (PG). 

La figura seguente chiarifica l’utilizzo delle regole appena esposte: 

 

In ognuno dei nove spazi della figura, infatti, risulta indicata la 

situazione relativa all’uscita del sistema sotto controllo, quando 

l’errore e la sua derivata assumono i valori riportati ai lati della 

schematizzazione, con la corrispondente azione intrapresa dal 

modulo fuzzy (nell’angolo in alto a destra). 

Il caso appena esposto, inoltre può essere facilmente generalizzate 

utilizzando più o meno funzioni di appartenenza per gli ingressi o 
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per l’uscita. La matrice delle regole risultante, quindi, sarà quella di 

MacVicar-Whelan, riportata nella seguente figura, per il caso in cui 

somo definite cinque funzioni di appartenenza per gli ingressi e nove 

per le uscite: 

 

Il significato delle variabili linguistiche utilizzate, invece, è spiegato 

nella seguente tabella: 

 

[…] Occorre sottolineare, poi, come, a seconda che si consideri come 

uscita del meccanismo di inferenza fuzzy la variabile di controllo u 

od il suo incremento ∆u, si parlerà rispettivamente di controllo PD-

fuzzy o PI-fuzzy, dal momento che si ha sostanziale equivalenza, 

almeno in linea di principio, con un regolatore standard di tipo PD 

oppure PI. Infatti, denotando con Kp, Ki e Kd rispettivamente le 
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costanti proporzionale, integrale e derivativa, un regolatore PD 

risulta caratterizzato dalla seguente equazione:  

(1) u = Kp e + Kd e 

a differenza di un regolatore di tipo PI per il quale si ha la seguente 

espressione: 

(2 ) u = Kp e + Ki ∫edt 

Derivando ora ambo i membri della (2), si ottiene la forma 

equivalente: 

(3) u = Ki e + Kp e 

Anche in quest’ultimo caso, dunque, si ha che la variazione della 

variabile di controllo è funzione dell’errore di sistema e della sua 

derivata. 

Nel caso, però, si volesse realizzare, in logica fuzzy, la struttura di un 

regolatore PID seguendo il precedente ragionamento, risulterebbe 

particolarmente complesso definire la base delle regole, in quanto si 

dovrebbero considerare tre ingressi, ovvero una matrice delle regole 

tridimensionale. Più agevole, invece, risulta sommare le due azioni di 

controllo calcolate separatamente da un algoritmo PD-fuzzy e da un 

algoritmo PI-fuzzy: 
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Nel caso, infine, in cui si considerino le stesse regole sia per PI che 

per PD, allora la struttura di un algoritmo PID-fuzzy può essere 

banalmente semplificato secondo quanto illustrato nella seguente 

figura: 

 

 

Allo scopo di rendere particolarmente agevole la taratura dei 

parametri e lo studio delle caratteristiche di stabilità del sistema ad 

anello chiuso, ci si propone, quindi, di ricavare da un algoritmo 

fuzzy (PD) la sola componente proporzionale, utilizzando tre 

funzioni di appartenenza triangolari, una per l’errore, una per la sua 

derivata e una per la variabile di controllo, nonchè una base di 9 

regole. Esprimendo poi le funzioni di appartenenza in funzione di un 

singolo parametro (la larghezza di quella centrata simmetricamente 
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sul valore medio della relativa variabile), risulterà possibile, 

modulandone opportunamente il valore, modificare, in modo 

relativamente semplice ed intuitivo, la forma della superficie di 

controllo. 

Spesso l’algoritmo di controllo fuzzy non viene lasciato solo ma 

viene affiancato da un tradizionale algoritmo PID; una opportuna 

logica di selezione, inoltre, si occupa di passare il controllo da un 

algoritmo all’altro a seconda delle condizioni operative del momento: 

 

 

In questo modo, l’algoritmo PID porta il processo intorno alla 

condizione di equilibrio desiderata, con modi e tempi prevedibili a 

tavolino, in funzione dei valori con i quali sono stati tarati i suoi 

parametri; viceversa, l’algoritmo fuzzy entra in gioco quando si 

rende necessaria un’azione fine ed accorta, tipicamente non lineare, 

nell’intorno della condizione di regime. 

Nel caso in cui uno schema di inferenza fuzzy venga impiegato per 

determinare direttamente la legge di controllo, il principale ostacolo 

da superare riguarda il come tarare al meglio le funzioni di 
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appartenenza, di ingressi ed uscite, al fine di garantire la stabilità del 

sistema in anello chiuso ed ottimizzare le prestazioni del regolatore 

(errore a regime, tempo di salita, entità delle sovraelongazioni). Da 

questo punto di vista risulta necessario sottolineare come un 

regolatore PID sia ancora più facilmente gestibile dagli utilizzatori e 

come il miglioramento delle prestazioni si possa ottenere attraverso 

l’adozione di un sistema di controllo non lineare realizzato con 

tecniche tradizionali (guadagno variabile, look-up table). 

Viceversa, l’approccio fuzzy trova migliore successo 

nell’implementazione di logiche di controllo e nella supervisione di 

più alto livello, quali il tuning dei parametri PID, la selezione tra le 

uscite di PID diversi, a seconda delle condizioni operative del 

momento, e l’identificazione dello stato attuale dell’impianto. Con 

tali strategie il modulo fuzzy complementa, in qualche modo, 

l’agoritmo PID e, fornendogli informazioni, difficilmente esprimibili 

matematicamente e che gli consentano di operare sempre nelle 

migliori condizioni, rende la regolazione più intelligente. 

Nel caso della combinazione di varie azioni di controllo, ad esempio, 

come mostrato nella figura seguente: 
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l’inferenza fuzzy premia, in modi diversi, le varie uscite PID in 

funzione delle condizioni operative del momento: l’attuatore, infatti, 

verrà azionato principalmente (ma non solo) sulla base della 

modalità di controllo che, al momento, si rivela più critica ed 

importante per il processo. 

Un’idea alternativa, infine, potrebbe essere quella di uno schema 

fuzzy-PID nel quale l’uscita dell’algoritmo fuzzy viene elaborata da 

quello PID secondo quanto mostrato nella figura seguente: 

 

In tale caso, infatti, l’algoritmo fuzzy realizza, molto semplicemente, 

attraverso tre sole regole basate su funzioni di appartenenza 

triangolari, una relazione di proporzionalità fuzzy tra l’errore di 
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regolazione e la variabile preliminare di controllo Û. In tal modo il 

numero dei parametri della legge di controllo rimane piuttosto 

contenuto e risulta possibile, anche abbastanza semplicemente, sia 

valutare analiticamente le prestazioni del regolatore che ricavare il 

valore ottimo di tali parametri. 

Si osservi che tale accorgimento rende la legge di controllo più 

robusta, nei confronti delle diverse condizioni operative, e affetta da 

minore sensitività, nei confronti del rumore, considerando inoltre che 

le prestazioni di inseguimento del setpoint possono essere, previo 

opportuna taratura dell’algoritmo, notevolmente migliorate. 

[…]La logica fuzzy, quindi, attraverso un metodo deterministico 

camuffato da approccio linguistico, consente di realizzare sistemi di 

controllo più versatili ed adattabili alle variazioni parametriche, ai 

disturbi ed alle non-linearità del sistema da controllare. Peraltro, 

grazie al teorema di approssimazione, ogni legge di controllo lineare 

può essere approssimata in modo buono a piacere da un algoritmo 

fuzzy. 
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3.3 L’AZIONE DI CONTROLLO FUZZY DEI MOTORI 

ELETTRICI 

 

Uno degli esempi che si può trovare semplicemente è quello delle 

applicazioni di regolazione di velocità e/o controllo di posizione nei 

motori elettrici a corrente continua o meno. 

Un tipico schema di controllo di velocità di un motore a corrente 

continua è quello proposto dall’E.D. Lab. di Padova: si tratta di un 

regolatore PI-fuzzy realizzato secondo lo schema riportato in figura: 

 

 

Si ricorda che, secondo quanto stabilito nella definizione di 

Trasformata Z, l’operatore z-1 identifica un ritardo unitario; ne segue 

che “z-1e” corrisponde al valore della variabile “e” nel precedente 

istante di campionamento (e (t-1)). 

Ingressi (errore di velocità e sua derivata) ed uscita (corrente) 

dell’algoritmo fuzzy vengono fuzzificati secondo le seguenti 7 
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canoniche funzioni di appartenenza, di tipo triangolare ed 

uniformemente distribuite su tutto il range della rispettiva variabile: 

PB= Positive Big; 

PM= Positive Medium; 

PS= Positive Small; 

ZE= Zero; 

NS= Negative Small; 

NM= Negative Medium; 

NB= Negative Big. 

Le suddette regole possono essere rappresentate come segue, in una 

tabella analoga a quella canonica di MacVicar-Whelan: 

 

 

Una variante di tale algoritmo è utilizzata per controllare anche la 

corrente. In questo caso, come illustrato nella figura, 
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l’uscita CVi della prima inferenza fuzzy entra, insieme alla corrente 

misurata, nella seconda, al fine di generare in uscita la necessaria 

variazione di tensione sul motore: si tratta, cioè, di uno schema di 

controllo in cascata. 

I risultati ottenuti su un azionamento in corrente continua hanno 

mostrato una maggiore robustezza, nei confronti delle variazioni 

parametriche, del controllore fuzzy rispetto ad un PI convenzionale. 

Il Monti, nel 1996, propose una struttura alternativa di PI-fuzzy per la 

regolazione della velocità sia di motori sincroni a magneti 

permanenti (AC brushless) sia di motori sincroni a riluttanza, 

nell’ambito della quale, secondo quando illustrato nella seguente 

figura: 
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l’algoritmo fuzzy riceve in ingresso sia l’errore all’istante k, e(k), sia il 

riferimento di corrente da esso stesso generato nell’iterazione 

precedente, y(k-1); ciò accresce, quindi, la sensibilità del regolatore 

che, pertanto, ha la possibilità di pilotare meglio le fasi di passaggio 

tra un riferimento di velocità ed il successivo. La tabella delle regole, 

che coinvolge funzioni di appartenenza al classico profilo triangolare, 

è riportata in figura:  

 

 

La tecnica adottata ha permesso, quindi, di ottenere ottime velocità 

di risposta, rivelandosi più adatta, rispetto ad un normale PI, nella 

gestione di fasi transitorie ma non altrettanto nel garantire una 

elevata precisione statica a regime. Per questo motivo è stata 

proposta un’architettura ibrida fuzzy-PID in cui anche la logica di 

arbitraggio viene realizzata attraverso un ulteriore algoritmo fuzzy, 

allo scopo di sfumare la transizione tra i due regolatori, impedendo 

così bruschi passaggi da uno stato di funzionamento ad un altro. 

Mrad e Deeb, nel 2002, invece, trovarono uno studio comparativo 

sperimentale di diversi algoritmi di controllo fuzzy per motori 

elettrici, tra i quali un Fuzzy-PD+ Fuzzy-PI con fattore di reset 
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dell’integratore a sua volta determinato da un algoritmo fuzzy, un 

feedforward fuzzy basato sulla differenza tra la velocità del motore e 

quella fornita da un suo modello matematico (approccio “Model 

Reference”), ed infine un controllore fuzzy con funzioni di 

appartenenza della sola variabile di controllo adattate in base al 

confronto tra il comportamento desiderato e quello atteso (ancora in 

base al modello del sistema da controllare). 
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3.4 UN ESEMPIO SEMPLICE: LA VALUTAZIONE 

SCOLASTICA 

Nella vasta gamma di applicazioni della logica fuzzy, trova un posto 

di assoluto rispetto quella proposta dal prof. Antonio Maturo 

dell’Università “G. D’Annunzio” di Chieti-Pescara: la valutazione 

scolastica. 

Della soggettività, in questo tipo di valutazione, non si può 

certamente dubitare, motivo per cui la teoria fuzzy, per il significato 

stesso del termine inglese (sfumato, indistinto), dovrebbe essere la 

più indicata per rappresentarla. 

Ma questo elemento da solo non basta a giustificarne l’utilizzazione; 

essa deve anche riuscire a renderla più efficace, ovvero ottenere un 

risultato che vada al di là della semplice registrazione di una verifica, 

orale o scritta, basata su una scala di valori numerici di tipo discreto. 

Si dovrebbe arrivare a valutare lo studente secondo variabili che 

costituiscono un insieme internamente coerente, allo stesso modo del 

gruppo di principi fondanti di una costituzione. 

Il funzionamento di tale sistema, quindi, deve essere tale che per 

ogni valutazione si attivino, ognuna in una certa misura, tutte le 

variabili proposte. 

Quindi, se da un lato è la natura stessa della teoria a suggerire 
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l’accostamento al problema della valutazione, dall’altro subentra la 

necessità di elaborare un procedimento rigoroso basato su un sistema 

di variabili. 

Passiamo dunque ad esporre tale applicazione. Nel presente 

paragrafo verrà illustrata una applicazione della logica fuzzy alla 

valutazione degli alunni della scuola elementare. 

Le molte riforme scolastiche degli ultimi anni hanno cercato una 

soluzione al problema della valutazione, che però continua a creare 

grandi discussioni nei collegi docenti. 

Ogni valutazione è preceduta da una misurazione, che consta di due 

momenti: la registrazione, siano essi compiti o interrogazioni, e la 

lettura, cioè l’interpretazione dei risultati. Tanti, però, sono gli errori 

in cui si può incorrere. 

Tutti gli insegnanti e coloro che si apprestano a diventarlo, studiano 

e leggono testi che pongono l’attenzione sugli errori di valutazione 

per evitare che vi si cada. Ma non è così facile. 

La valutazione è spesso soggettiva, influenzata sia dalla personalità 

dell’educatore che dal comportamento dell’allievo: si tratta, cioè, del 

cosiddetto “effetto alone”, cioè di quell’errore involontario che ci fa 

giudicare un alunno più per il suo comportamento che per il suo 

sapere. Un’indagine di alcuni anni fa ha dimostrato che uno stesso 

tema di uno studente di Liceo venne classificato con voti dal 4 al 9, 
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da diversi insegnanti i quali, inoltre, si sono dimostrati concordi nel 

dire che se avessero conosciuto l’autore probabilmente i voti 

sarebbero stati diversi, o peggiori o migliori. 

La logica fuzzy, pertanto, ci può aiutare ad eliminare la soggettività 

nella valutazione, costruendo un modello logico che tenga conto 

delle diverse variabili e dei livelli intermedi, che spesso creano 

maggiori difficoltà nell’assegnare un giudizio complessivo. 

Prima di passare alla costruzione del nostro modello è bene spiegare 

che in questo caso verranno effettuate delle misurazioni, su base 

dieci, necessarie ma che in genere nella scuola elementare non 

troviamo. 

Come visto finora, il primo passo da fare consiste nello stabilire quali 

sono le variabili d’entrata e quali quelle d’uscita. 

Nel caso in esame, pertanto, le variabili d’entrata, della scheda 

utilizzata nella scuola elementare che fanno riferimento alla sezione 

riguardante il “profilo iniziale” dell’alunno, sono: 

A) livello di padronanza delle conoscenze e delle abilità; 

B) livello di relazionalità e partecipazione; 

C) livello di impegno dimostrato; 

mentre quelle d’uscita sono: 
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D) il giudizio complessivo; 

E) il grado di necessità di interventi individualizzati. 

Iniziamo con lo stabilire gli insiemi in cui le nostre variabili 

d’ingresso possono variare, precisamente “ottimo”, “buono”, 

“sufficiente”, “mediocre” e “insufficiente”. 

Consideriamo il caso di un generico alunno “i” che ha dimostrato un 

sufficiente livello di padronanza delle conoscenze, un buon livello di 

relazionalità e partecipazione ed un buon livello di impegno. 

La sufficienza di questo alunno, però, è uguale a quella di un altro 

qualsiasi allievo? Egli è più, o meno, sufficiente? 

Per poter rispondere a tale quesito occorre in primo luogo effettuare 

l’operazione di fuzzificazione degli ingressi, ricordando di dover 

lavorare con tre variabili d’entrata collegati dall’operatore AND. 

Stabiliamo poi i valori precisi in cui si sono manifestate le nostre 

variabili. 

Se supponiamo la variabile A = 5- (che possiamo quantificare come 

pari a 4,75), la variabile B = 8+ (cioè è pari a 8,25) e la variabile C = 

7,5, possiamo rappresentare graficamente la fuzzificazione della 

variabile A attraverso la seguente funzione trapezoidale. 
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Dunque il dato preciso della variabile A è proprio 4,75. Constatato, 

inoltre, che la nostra XA cade nell’intervallo di sovrapposizione degli 

insiemi fuzzy ”mediocre” e “sufficiente”, possiamo fuzzificare la XA.  

Anche in tal caso ci troviamo di fronte a trapezi isosceli, motivo per 

cui la pendenza di A è la stessa per tutti i nostri insiemi fuzzy. 

Dalla figura precedente, quindi, si deduce che: 

111451 ==−=∆ /)/(  

cioè la XA appartiene all’insieme “mediocre” con grado di verità 

ottenibile attraverso la formula 3), relativa alla pendenza negativa 

( 0<∆ ) illustrata nel precedente capitolo nel paragrafo 9, ossia: 

gda(x) = (lim.sup - x)* ∆  

da cui, sostituendo, abbiamo: 

gda(4,75) = 5 - 4,75 * 1 = 0,25 

Calcoliamoci, ora, il grado di appartenenza della XA all’insieme 
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“sufficiente”, applicando la formula 2) relativa alla pendenza 

positiva (∆  > 0): 

gda(x) = (x - lim.inf.) * ∆  

da cui, sostituendo, abbiamo: 

gda(4,75) = 4,75 - 4 * 1 = 0,75 

Se ora consideriamo, la variabile B, allora il valore di XB, pari a 8,25, 

come si può osservare nella figura seguente, cade esattamente 

nell’intervallo di sovrapposizione degli insiemi “buono” ed “ottimo”. 

 

 

Vediamo adesso qual è il grado di appartenenza di XB all’insieme 

“buono”. 

Essendo  ∆  = i, possiamo applicare la formula 3) per la pendenza 

negativa, da cui: 

gda(8,25) = (9 - 8,25) * i = 0,75 

Applicando poi la formula 2) per la pendenza positiva, possiamo 

determinare il grado di appartenenza di XB all’insieme “ottimo”; 
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sostituendo otteniamo: 

gda(8,25) = (8,25 - 8) * i = 0,25 

Resta, pertanto, da fuzzificare la xC: il suo valore, pari a 7,5, non cade 

nell’intervallo di sovrapposizione, come è possibile osservare dalla 

prima o dalla seconda figura precedentemente illustrate, dunque, si 

può dire che il suo grado di appartenenza all’insieme “buono” è pari 

ad i (si verifica, cioè, il caso di completa appartenenza). 

Le relazioni tra le variabili si realizzano attraverso frasi condizionali 

che, come già visto, sono dette regole fuzzy, quali, ad esempio, IF (A 

and B and C) THEN (D, E). 

Nella nostra applicazione possiamo avere fino a 125 regole, 

espressione delle combinazioni delle nostre variabili; nel caso 

dell’esempio dell’alunno i, invece, le regole che si possono verificare 

sono esattamente 4: 

1) IF il livello di padronanza delle conoscenze e delle abilità è 

sufficiente AND il livello di relazionalità e partecipazione è buono 

AND il livello di impegno dimostrato è buono THEN il giudizio 

complessivo è positivo e il grado di necessità di interventi 

individualizzati non è necessario. 

Traduzione: IF A = SU and B = BU and C = BU THEN D = PO e E = 

NN. 
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2) IF il livello di padronanza delle conoscenze e delle abilità è 

sufficiente AND il livello di relazionalità e partecipazione è ottimo 

AND il livello di impegno dimostrato è buono THEN il giudizio 

complessivo è positivo e il grado di necessità di interventi 

individualizzati non è necessario. 

Traduzione: IF A =SU and BOT and C = BU THEN D = PO e E = NN. 

3) IF il livello di padronanza delle conoscenze e delle abilità è 

mediocre AND il livello di relazionalità e partecipazione è buono 

AND il livello di impegno dimostrato è buono THEN il giudizio 

complessivo è medio e il grado di necessità di interventi 

individualizzati è basso. 

Traduzione: IF A= ME and B = BU and C = BU THEN D = MD e E = 

BA. 

4) IF il livello di padronanza delle conoscenze e delle abilità è 

mediocre AND il livello di relazionalità e partecipazione è ottimo 

AND il livello di impegno dimostrato è buono THEN il giudizio 

complessivo è medio e il grado di necessità di interventi 

individualizzati è basso. 

Traduzione: IF A = ME and BOT and C = BU THEN DMD e E = BA. 

Ora possiamo passare ad attivare l’inferenza utilizzando il metodo 
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Min-Max visto in precedenza. Dobbiamo, dunque, troncare 

superiormente la funzione di appartenenza dell’uscita al valore del 

grado di verità della premessa. 

Nel nostro caso, essendo gli input legati tra loro dall’operatore AND, 

per ogni regola occorre prendere il min.gda tra A, B, C: 

Regola 1: A = SU = 0,75   B = BU = 0,75 C = BU = 1

 min.gda = 0,75 

Regola 2: A = SU = 0,75   B = OT = 0,25 C = BU = 1

 min.gda = 0,25 

Regola 3: A = ME = 0,25  B = BU = 0,75 C = BU = 1

 min.gda = 0,25 

Regola 4: A = ME = 0,25  B = OT = 0,25 C = BU = 1

 mm. gda = 0,25 

In figura sono rappresentati gli insiemi fuzzy d’uscita per l’output D 

(giudizio complessivo): 
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Passiamo ora ad applicare il metodo Min-Max: per la regola 1 e 

l’uscita D = PO viene attivato l’insieme fuzzy d’uscita “positivo”: 

 

 

Per la regola 2 e l’uscita D = PO viene attivato l’insieme fuzzy 

d’uscita “positivo”: 

 

 

Per la regola 3 e l’uscita D = MD viene attivato l’insieme fuzzy 

d’uscita “medio”: 
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Per la regola 4 e l’uscita D = MD viene attivato l’insieme fuzzy 

d’uscita “medio”: 

 

 

A questo punto, applicando il metodo di composizione Maximum, 

che consiste nel costruire l’insieme finale di uscita mediante l’unione 

di tutti gli insiemi fuzzy delle variabili d’uscita, ovvero nel 

sovrapporre tutte le funzioni di appartenenza troncate otteniamo: 

  

 

Una volta determinati i dati fuzzy d’uscita dobbiamo trasformarli in 

dati numerici reali, utilizzando il metodo di defuzzificazione del 

baricentro. 
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Cominciamo con il calcolare le aree dei tre trapezi, utilizzando la ben 

nota formula: 

altezza * (base min. + base magg.) / 2 

Effettuando le opportune sostituzioni, otteniamo: 

        1) area A = 0,25 * (1,5+2) / 2= 0,25 * 3,5=0,44 

2) area B = * (0,25 + 0,75) / 2= 1 * ½ = 0,5 

           3) area C = 0,75 * (1 + 1,5) / 2 = 0,75 * 2,5 = 0,94 

Possiamo poi calcolare graficamente il baricentro delle tre figure, 

ottenendo precisamente: 

bA= 5            bB = 6,5              bC = 7,5 

ed il valore di uscita y1, dato da: 

area A * bA + area B * bB + area C * bC  

area A + area B + area C 
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Sostituendo opportunamente otteniamo: 
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Consideriamo, ora, la variabile E (grado di necessità di interventi 

individualizzati), i cui insiemi d’uscita sono rappresentati nella 

figura seguente: 

 

 

Passiamo ad applicare la regola Min-Max: per la regola 1 e l’uscita E 

= NN viene attivato l’insieme fuzzy d’uscita “non necessario”: 
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Per la regola 2 e l’uscita E = NN viene attivato l’insieme fuzzy 

d’uscita “non necessario”: 

 

 

Per la regola 3 e l’uscita E = BA viene attivato l’insieme fuzzy 

d’uscita “basso”: 

 

 

Per la regola 4 e l’uscita E = BA viene attivato l’insieme fuzzy 

d’uscita “basso”: 
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Applicando ora il metodo Maximum, otteniamo: 

 
 

 

Trasformiamo ora i dati fuzzy ottenuti in dati numerici reali, 

utilizzando il metodo di defuzzificazione del baricentro (vedi figura 

seguente). 

 



 163

Calcolando ora le aree dei tre trapezi che si sono formati, risulta: 

1’) area A’ = 0,25 * (2 + 2,25) / 2 = 0,25 * 4,35 / 2 = 0,54 

2’) area B’= 0,75 * (0,25 + 0,75) / 2 = 0,75 * 1 / 2 = 0,38 

3’) area C’ = 0,75 * (0,80 + 1,9) / 2 = 0,75 * 2,7 / 2 = 1,01 

Calcolando poi graficamente i baricentri dei tre trapezi: 

bA’ = 6,45            bB’ = 7,80    bC’ = 8,80 

effettuando le opportune sostituzioni, otteniamo il valore d’uscita y2: 
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I due valori ottenuti, y1e y2, sono valori numerici che possono 

sembrare inappropriati in un contesto scolastico, come la scuola 

elementare, dove si assegnano giudizi e non numeri. Ma come già 

detto nella premessa del presente paragrafo, alla base di qualsiasi 

tipo di valutazione c’è sempre una misurazione, che sicuramente si 
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manifesta in forma più velata nella scuola elementare. 

Possiamo allora affermare che i valori ottenuti con la 

defuzzificazione non sono altro che rappresentazioni, in forma 

numerica, di espressioni linguistiche nelle quali è insito il nostro 

giudizio finale. 

Se y1 (il giudizio complessivo) sarà pari a 6,65, allora vorrà dire che il 

giudizio che daremo all’alunno i sarà più che sufficiente, ma non 

ancora discreto. Se y2 (il grado di necessità di interventi 

individualizzati) risulterà pari a 7,94 allora potremo constatare che 

per l’alunno i il recupero non sarà necessario. Poiché, però, i valori y1 

e y2 sono stati ottenuti dall’osservazione di quattro differenti 

combinazioni (regola 1, 2, 3 e 4) delle tre variabili di entrata (A, B e 

C), ne segue che ogni variabile ha contribuito, in una certa misura, 

alla determinazione dei valori finali: infatti, la fuzzificazione della 

variabile A (il livello di conoscenza raggiunta) ha portato alla 

conclusione che essa appartiene all’insieme “sufficiente” con un 

grado di verità maggiore rispetto all’insieme “mediocre”; la 

fuzzificazione della variabile B (il grado di relazionalità e 

partecipazione) ha portato ad affermare che quest’ultima appartiene 

all’insieme “buono” con un grado di verità maggiore rispetto 

all’insieme “ottimo”; la fuzzificazione della variabile C (livello di 

impegno dimostrato), infine, ha portato alla conclusione che essa 

appartiene completamente all’insieme “buono”, non cadendo 
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nell’insieme di sovrapposizione. 

Dunque, nel caso preso in esame, le variabili B e C, appartengono 

entrambe all’insieme fuzzy “buono” e rappresentando 

rispettivamente il livello di partecipazione e il livello di impegno 

dimostrato dal nostro alunno i, hanno contribuito in maniera 

sostanziale ad assegnare i giudizi sopra espressi che, come visto, 

risultano positivi: si è, cioè voluto incoraggiare e premiare il nostro 

alunno. 

Nel processo fuzzy, dunque, le regole vengono stabilite da noi stessi, 

essendo possibile cercare delle regole che rispettino i criteri di 

valutazione dei diversi gradi di istruzione. Ad esempio, nella scuola 

elementare si parla di valutazione formativa, ovvero di una 

valutazione che tenga conto, non solo delle competenze cognitive, 

ma anche dell’atteggiamento nei confronti dell’esperienza scolastica. 

In conclusione, occorre evidenziare come le regole siano state scelte 

in modo tale da cautelare quei casi di alunni che dimostrano 

impegno e continuità, pur non raggiungendo i livelli di competenza 

richiesti nelle diverse discipline: non sempre, infatti, un ingresso A 

sotto la sufficienza porta alla conseguenza di un’uscita D negativa; in 

tali casi, pertanto occorre attribuire un certo grado di interventi 

individualizzati (variabile d’uscita E). 
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CONCLUSIONI 

 

In conclusione di questo lavoro attraverso il quale si è cercato di 

illustrare i principi della teoria fuzzy, è possibile affermare che la 

logica fuzzy e il ragionamento approssimato, cercano di adattare i 

sistemi della logica bivalente, che si è gia accennato essere limitati e 

riduttivi, al modo con cui gli esseri umani ragionano e discutono, dal 

momento che, a differenza delle deduzioni “classiche”, nella logica 

fuzzy è possibile fare delle deduzioni anche quando la conoscenza da 

cui partiamo è imprecisa o vaga.  

La logica fuzzy si propone come uno stimatore model-free che 

approssima una funzione attraverso associazioni linguistiche tra 

input e output. In questo modo, si formalizzano modelli matematici 

che esprimono la gradualità dei processi umani di valutazione e 

sistemi inferenziali più coerenti rispetto al loro oggetto di studio e 

che giungono a conclusioni più realistiche. 

Nell’azione di controllo fuzzy dei motori elettrici, appunto, 

l’obiettivo consiste proprio nel cercare di portare un sistema a 

comportarsi in un modo desiderato, attraverso anche un metodo 

deterministico camuffato da approccio linguistico, consentendo di 

realizzare sistemi di controllo più versatili ed adattabili alle 

variazioni parametriche, sulla base delle misure del suo stato attuale, 
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portando così alla regolazione di velocità e/o al controllo di 

posizione di questi motori a corrente continua o alternata. 

Mentre nella valutazione scolastica, della soggettività, non si può 

certamente dubitare, motivo per cui la teoria fuzzy, per il significato 

stesso del termine inglese “sfumato” o “indistinto”, dovrebbe essere 

la più indicata per rappresentarla. Ma questo elemento da solo non 

basta a giustificare l’utilizzazione; essa deve anche riuscire a renderla 

più efficace, ovvero ottenere un risultato che vada al di là della 

semplice registrazione di una verifica, orale o scritta, basata su una 

scala di valori numerici di tipo discreto. Si dovrebbe arrivare a 

valutare lo studente secondo variabili che costituiscono un insieme 

interamente coerente, allo stesso modo del gruppo di principi fondati 

di una costituzione. In conclusione occorre evidenziare come le 

regole siano state scelte in modo tale da cautelare quei casi di alunni 

che dimostrano impegno e continuità, pur non raggiungendo i livelli 

di competenza richiesti dalle diverse discipline. 

 

 

 

 

 



 168

BIBLIOGRAFIA 

Aristotele, “Etica”, in Opere, vol. 7 e 8, Laterza, Roma-Bari. 

Arturo Sangalli, “L’importanza di essere fuzzy. Matematica e 

computer”, Torino 2000, Bollati Boringhieri. 

Buddha, “The Dhammapada”, tr. ingl. A cura di I. Babbit, New 

Directions, New York 1936. 

Bruno Cheli, Gianni Betti, rivista internazionale di statistica Metron 

vol. LVII, n° 1-2, 1999, “Fuzzy Analysis of Poverty Dinamics on an 

Italian Pseudo Panel 1985-1994”, pp. 83-104. 

Bolognini S., Zigliotto M., Bianchi N., “Impiego della fuzzy logic 

nel controllo e progetto dei motori elettrici”, in La logica fuzzy 

applicata la controllo, atti Corso Anipla, Milano, pp. 139-181, 1996. 

Branson J.S., Lilly J.H., “ Incorporation, characterization and 

conversion of negative rules into fuzzy inference systems”, IEEE 

Trans. On Fuzzy Systems, vol. 8, n° 2, april 2001. 

Buonanno S., “Algoritmi genetici: struttura e funzionamento”, in 

Tecniche soft-computing per l’automazione, atti Corso Anipla, Milano, 

pp. 119-136, 1998. 

Cammarata S., “Sistemi fuzzy. Un’applicazione di successo 

dell’intelligenza artificiale”, EtasLibri, Milano. 



 169

Descartes R., “Meditazioni metafisiche”, in Opere, vol. 1, a cura di E. 

Garin, Laterza, Bari 1967. 

Dubois D., Prade H., "Fuzzy Sets and Probability : 

Misunderstandings, Bridges and Gaps", Second IEEE 

International Conference on Fuzzy System, 1993. 

E. Naville, “La logica dell’ipotesi” (1880), Rusconi, Milano 1989. 

Eistein A., “The Principle of Relativity: A Collection of Original 

Papers on the Special and General Theory of Relativity”, Dover, 

New York 1952. 

Ferrari A., “Aspetti Applicativi delle reti neurali”, F.Angeli Editore 

(1994). 

Gianni Statera, “Sociologia e Ricerca Sociale”, anno XXI, n° 61 e 64, 

2000 nuova serie. 

Gotoh K., J. Murakami, T. Yamaguchi, Y. Yamanaka, “Applicazione 

delle Mappe Cognitive Fuzzy al controllo di impianti”, SICE 

Symposium 1989, pp. 99-104. 

He S.-Z., Tan S., Xu F.-L., “Fuzzy self-tuning of PID controllers”, 

Fuzzy Sets and Systems, pp. 37-46. 

Heisemberg W., “I principi fisici della teoria dei quanti”, Einaudi, 

Torino 1948. 



 170

Herringel E., “Lo Zen e il tiro con l’arco”, Adelphi, Milano 1975. 

Hu B., Mann K.I., Gosine R.G., “A systematic study of fuzzy-PID 

controllers – Functions-based evaluation approach”, IEEE Trans. On 

Fuzzy Systems, vol. 9, n° 5, October 2001. 

Kaufmann, A., Gupta, M.M., “Introduction to Fuzzy 

Arithmetic: Theory and Applications”, Von Nostrand, New York, 

1985. 

Kosko B., “Il fuzzy pensiero. Teoria ed applicazioni della logica 

fuzzy”, Baldini e Castaldi, Milano. 1995. 

Kosko B., “Fuzzy Cognitive Maps”, International Journal of Man-

Machine Studies, 24 gennaio 1986, pp. 556-57. 

Kosko B., “Fuzzy Entropy and Conditioning”, Information Sciences, 

1986, pp. 165-74. 

Kosko B., “Fuzziness vs Probabilità”, International Journal of General 

Systems, n° 2, 1990, pp. 211-40. 

Lao-tze, “Tao Te Ching: il libro della via e della virtù”, Bompiani, 

Milano 1988. 

Massimiliano Veronesi, Antonio Visioli, “LOGICA FUZZY” 

fondamenti teorici e applicazioni pratiche. FrancoAngeli. 



 171

Mitchell M., “Introduzione agli algoritmi genetici”, Apogeo, Milano. 

1998. 

Morabito, C., “Il pensiero fuzzy e alcune sue implicazioni”, art. tratto 

dal periodico, HELIOS Magazine, ANNO I – n. 4.                                                          

Monti A., Scaglia A., “Regolazione in logica fuzzy. Applicazioni al 

settore degli azionamenti elettrici”, AEI, vol. 83, n°9, settembre 1996. 

Pacini P.J., B. Kosko, “Adaptive Fuzzy Systems for Target 

Tracking”, Intelligent Systems Engineering, n° 1, 1992. 

Pasi G., “Sistemi fuzzy per la gestione delle informazioni”, in 

Tecniche ed esperienze applicative di soft-computing, atti Corso AEI-CNR, 

Milano. 1997. 

Pauli W., “Teoria della relatività”, Boringhieri, Torino 1958. 

Pavlov I.P., “I riflessi condizionati”, Einaudi, Torino 1940. 

Pizzaleo A.G., “Fuzzy logic. Come insegneremo alle macchine a 

ragionare da uomini”, Castelvecchi 2000. 

Platone, “La Repubblica”, in Opere complete, vol. 6, Laterza, Roma-

Bari, 1982. 

Rizzi A., “Statistica”, Carrocci editore, Roma (1998) 

R.R. Yager, S. Ovchinnikov, R.M. Tong, H.T. Nguyen, “Fuzzy Sets 

and Applications”, Selected Papers by L.A. Zadeh 1987. 



 172

Russell B., “Introduzione alla filosofia matematica”, Newton 

Compton, Roma 1970. 

Russell B., “Storia della filosofia occidentale”, vol. 4, Longanesi, 

Milano 1966. 

Russell B., “Logica e conoscenza”, Longanesi, Milano 1961. 

S.I.S. Società Italiana di Statistica, “Journal of the Italian Statistical 

Society”, Volume 9, n° 1-3, pp. 183-198, 2000. 

Suzuki D.T., “Introduzione al buddismo Zen”, Ubaldini, Roma 1970. 

Sugeno, “Industrial Applications of Fuzzy control”, Elsevier science 

Pub Co.,1985 

The Math Works, “Neural Network Toolbox User’s Guide”. 

Veronesi M., “Regolazione PID. Fondamenti di teoria, algoritmi di 

taratura, applicazioni di controllo”, FrancoAngeli, Milano 2002. 

Veronesi M., “Tecnica fuzzy per il contenimento degli overshoot su 

regolatori PID”, La termotecnica, pp. 71-75, aprile 1999. 

Vinci C., “Reti neuro-fuzzy e strumenti software e hardware per il 

controllo fuzzy”, in Tecniche soft-computing per l’automazione, atti 

Corso Anipla, Milano, pp. 85-94. 



 173

Visioli A., “Fuzzy logic based set-point weight tuning of PID 

controllers”, IEEE Transactions on Systems, man, and Cybernetics, 

vol. 29, 1999. 

Visioli A., Veronesi M., “Nuove funzionalità basate su logica fuzzy 

per controlli industriali PID”, Aumentazione e Strumentazione, 

novembre 1999. 

Zadeh L.A., “Fuzzy Sets”, Information and Control, vol. 8, pp. 338-353, 

1965. 

Zadeh L.A., “Fuzzy algorithms”, Information and Control, vol. 12, pp. 

94-102, 1968. 

Yusuf M. Mansur, “Fuzzy Sets and Economics, Applications of Fuzzy 

mathematics to non-cooperative oligopoly”, University of Oklahoma, 

Norman 1995. 



 174

SITI CONSIGLIATI 

www.docenti.org 

www.marangonisite.com 

www.galileimirandola.it/intart/index.htm 

www.bo.infn.it/falchieri/tesifalchieri/begin.pdf 

www.utenti.lycos.it/pomas/fuzzy/fuzzy.htm 

www.thimos.com/lastampa/ragi.html 

www.LogicVision.com 

www.w3.uniroma.it 
 

www.ACTsolutions.it 

www.PerformanceTrading.it 
 
 
www.Wikimedia.it 

 

 

 
 

 
 

 



 175

 


