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1. PREMESSA

I passaggi dalla realta fisica ad un suo modello concettuale e da quest’ul-
timo ad un appropriato modello matematico costituiscono le tappe fondamen-
tali nella soluzione di problemi di analisi strutturale in generale e di dinamica
delle strutture in particolare, fig. 1. Ove tale modello concettuale appartenga
alla classe dei problemi continui, con infinite variabili caratteristiche, il mo-
dello matematico ¢ costituito da sistemi di equazioni differenziali alle derivate
parziali(PDE). Ove invece essoappartenga alla classe dei problemi discreti,con
numero finito di variabili caratteristiche, esso ¢ costituito da sistemi di
equazieni differenziali ordinarie (ODE). Le equazioni PDE od ODE possono
essere lineari o non lineari, in funzione della corrispondente modellazione del
problema fisico. La diffusione attuale di tecniche di discretizzazione basate su
metodi di differenze finite e di elementi finiti, in connessione con 1"uso di
tlaboratori elettronici, ha portato a0 pna Jargs prevalenza del secondo approccio.
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Fig. 1 - Tappe fondamentali in un problema di dinamica

Quanto affermato & vero per ’analisi strutturale come per molte altre
discipline nelle quali si giunge a modelli matematici analoghi, quali tra le molte
la meccanica delle macchine, la robotica, I’aereonautica, 1a fluidodinamica, la
propagazione del calore. In dinamica delle strutture, ove ci si limiti al campo
clastico lineare, si perviene a sistemi ODE del secondo ordine, lineari, a
coefficienti costanti, che esprimono I’equilibrio dinamico del sistema [44,45];

Mg+Cq+Kq=F® (1.1)
ove M, C ¢ K sono matrici di massa, di smorzamento e di rigidezza, q & un
vettore di grandezze cinematiche che definiscono il problema discreto, le
coordinate di Lagrange, F& un vettore di azioni esterne assunte indipendenti dal
moto, t & il tempo, un punto sta per una derivata temporale.

Inogni passaggio che conducaalla definizione ed alla soluzione di problemi
di dinamica con approcci al discreto sono insite delle approssimazioni rispetto
al fenomenc reale € vengono pertanto commessi degli errori, fig. 2. Si
individuano dapprima un errore di modeilazione nel passaggio dal reale al suo
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modello concettuale ed un errore di discretizzazione nel passaggio da que-
st’ultimo al medelle matematico discreto [19,62]. Vengono poi commessi
degli errori nella soluzione numerica del modello matematico, anch’essi
collocabili in due classi: un errore algoritmico insito nella tecnica di soluzione
ed un errore numerico connesso con 1’ utilizzare per le analisi elaboratori che
impiegano procedimenti in aritmetica finita. La soluzione esatta delle (1.1) si
ha tramite procedimenti di analisi modale, [44,45): essa & allord ricavata dal
problema omogeneo associato alle (1.1). Ciascuna soluzione spaziale corri-
sponde ad una coordinata di spostamento generalizzata facente parte di una
base ortonormale di autovettori, mentre la soluzione nel tempo & di tipo
oscillatorio con pulsazione ricavabile dagli associati autovalori, Una soluzione
approssimata pud essere invece ottenuta tramite algoritmi di integrazione di-
retia delle ODE nel dominiodel tempo. L"estremo interesse per questo secondo
approccio nasce dal fatto che I’alternativa dell’analisi modale ha importanti
limitazioni ove le equaz‘loni del moto non siano lingari, per geometria o per
comportamento dei materiali. La via dell’integrazione diretta diviene allora
quella maestra nella simulazione di fenomeni evolutivi, in campo di ricerca
come nella meccanica computazionale applicata: si ricordano tra i molti filoni
distudio Ianalisi della risposta alle azioni sismiche, del vento, del traffico, del
moto ondoso.

Determinante nella definizione delle problematiche da affrontare per
I"integrazione diretta delle (1.1) & la loro appartenenza alla cosiddetta classe
stiff. Un problema matematico, ed un sistema ODE in particolare, si dice stiff
quando la sua soluzione & basata su funzioni di identica espressione analitica,
ma identificate da coefficienti collocati in un campo guantitativamente assai
vasto. Per la dinamica delle strotture la soluzionc nel tempo & infatti data per
ciascuna coordinata lagrangiana da funzioni sinusoidali (quindi di identica
famiglia) con pulsazioni (parametro variabile) anche assai diverse fra loro., Qui
si sintetizzano prima le basi teoriche dell’analisi di classi di algoritmi di
integrazione aventi maggiore interesse applicativo. S$iesamineranno poi nella
parte IT alcuni dei metodi pitr diffusi nella dinamica delle strutture, proponen-
done un esame critico sulla base di parametri rappresentativi della loro
accuratezza in meccanica computazionale e concludendo con 1’esposizione
delle principali linee di ricerca attuali.
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Fig. 2 - Approssimazioni insite nella soluzione di un problema di dinamica
delle strutture
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2. IMETODILINEARI MULTISTEP (LINEAR MULTISTEP
METHODS, LMM)

2.1 CONSIDERAZIONI INTRODUTTIVE

Tra le numerose classi di metodi per I’integrazione diretta di ODE o di
sistemi ODE proposti nella letteratura matematica quelli che si sono da tempo
affermati in applicazioni di meccanica computazionale appartengono in grande
maggioranza alla famiglia dei metodi lineari multistep (Linear Multistep
Methods, LMM), basati su discretizzazioni alle differenze nel dominio del
tempo. Altri algoritmi, quali ad esempio i notissimi operatori della famiglia di
Runge-Kutta, presentano infatti per il settore e per i problemi stiff in generale
diversi inconvenienti, malgrado alcuni tentativi di implementazione specifica
[15). I problema, gia d’altronde ampiamente discusso in letteratura, non pud
trovar spazio in questa sede e si rimanda per la sua trattazione ai molti lavori
sull’argomento [1, 19, 23, 31, 33, 49, 51].

Un algoritmo alle differenze si dice lineare multistep a k passi se espresso
tramite relazioni che, nella finestra temporale collocata dall’operatore sul
fenomeno evolutive dall’istante n all’istante n+k, sono lineari in grandezze agli
stessi passi. All’interno di questa definizione un LMM pud essere applicato a
sisterni del tipo (1.1) seguendo due diversi procedimenti [18, 21, 32, 43, 50]:

1) Utilizzando LMM specializzati per ODE del 2° ordine
2} Riducendo le (1.1) al 1° ordine ed utilizzando LMM per ODE del 1° ordine.

Ove si segua il secondo approccio, che a quello standard nella letteratura
matematica ma & pure largamente il meno seguito in quella della meccanica
computazionale, la forma generale di un LMM &:

k k
Y agq, = hZpq 2.1)
b P

con h passo di integrazione ¢ o, ¢ f3, coefficienti caratteristici del metodo, de-
finiti a meno di una costante moltiplicativa.

1 LMM per ODE del 2° ordine, oltre la relazione (2.1) fra spostamenti e
velocitd, richiedono una seconda relazione tra spostamenti ed accelerazioni:

1

|
X vgq. = W pIR q
[ P

=0

(2.2)

Sidimostra [23], che le (1.1) non possono essere integrate tramite espres-
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sioni alle differenze del tipo specializzato al secondo ordine se non sussistono
le condizioni 1=k e 8=f3, In tal caso I’espressione generale del metodo diviene:

[« k
2 g, = h 2 B,4,.;
i=0 =0
2.3)
k k
Lyq, = WXB§,
j=0 =

oveancorahéil passodiintegrazioneed o, f e ¥, sono coefficienti caratteristici
del metodo.

Proprieta fondamentale richiesta ad un LMM & che 1a soluzione {q, ] ge-
nerata dat metodo converga, nel senso che defineremo tra breve, alla soluzione
teorica q(t) quando la lunghezza del passo di integrazione tende a zero. Questo
garantisce la possibilita, ove si prescinda dall’operare in aritmetica finita, di
avere soluzioni comunque accurate, sia pure a costo di maggiori oneri
computazicnali. E” inoltre desiderabile, ma non garantite in senso stretto dalle
definizioni che verranno date in questo paragrafo, che la convergenza siadi tipo
monotono: cid garantisce infatti che una riduzione del passo di integrazione
produca sempre, € non soltanto al limite, una soluzione pit accurata. Da notare
che la definizione vale per ciascuna specifica soluzione approssimata al tempo
t: quando allora il passo h—0, il numero dei passi n—ee, mentre il prodotto nxh
rimane costante e pari a t.

Per un LMM specializzato ad ODE dell'ordine la definizione di convergenza
assume la seguente espressione:

Definizione 2.1 7 LMM (2.1) é convergente se applicato all’ equazione.:

g=f(t,q, q(=n (24)

con f funzione uniformemente continua rispetto alla variabile q, si ha che:

limq_ = q(t ), nh=t (2.5)

h—0

per tutti ite [0, T] e per tutte le {q_} ottenute dall applicazione del LMM alla
(3.7) che soddisfano le condizioni iniziali q,=n, (h) per le quali:

lim nu(h):n u==0,1,2, .., k1 2.6)
h

—)

62



Num. 2 - Maggio 1991 Ratio Math. F. Brancaleoni et alii
In modo analogo per LMM specializzati ad ODE del secendo ordine la
definizione assume la forma:
Definizione 2.3 // LMM (2.3) ¢ convergente se applicato all' equazione:
q=Ff{q), 4O =n, q)=n 2.7
con f uniformemente continua alla variabile q, si ha che:
limg=q (t), nh=t (2.8)
h—0
per it 1€ [O.T], e per tutte le soluzioni (q_} ottenute dall’ applicazione del

LMM all' equazione (2.7} che soddisfano le condizioni iniziali q,=n, (h) e
('1“ = ﬁ“ (h) per le quali:

lim n, (hy=n u=0,1,2, .., k-1 2.9)
h)y-n, (h
lim m (-, =1 Uw=0,1,2, .. k-l (2.10)
h—( "'Lh

La definizione seguente risulta invece essenziale nel giudicare 1’ efficienza
di un LMM: :

Definizione 2.4: Un LMM Si dice esplicito se B, = 0edimplicito si B #0

Perunmetodo esplicito le relazioni (2.1, 2.3) danno gli spostamenti al passo
attuale n+k direttamente in funzione di spostamenti e velocith (od accelerazioni)
alle precedenti stazioni temporali. Un metodo implicito necessita invece del
valore di queste ultime grandezze anche al passo attuale n+k. Per ottenerle si
pud ricorrere od a procedimenti iterativi (le cosiddette implementazioni
predictor-correctoryod a procedimenti di sostituzione successiva, Puressendo
tale tema al di fuori di questa trattazione, appare evidente che i metodi esplicitt
richiedono, a parita di altre condizioni, un onere di calcolo molto inferiore agli
impliciti: essi perod, per ragioni che saranno esposte nel seguito, non sempre
possono esscre applicati con efficacia ad equazioni stiff, vedi anche {19, 4, 6].

Quelle che analizzeremo nei prossimi paragrafi sono le condizioni che i
coefficienti del metodo debbono rispettare affinché esso sia convergente nel
senso qui definite. Sidetermineranno inoltre parametri indicativi della velocita
di convergenza.
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2.2 METODI LINEARI MULTISTEP PER EQUAZIONI DIFFERENZIA-
LI DEL PRIMO ORDINE: BASE TEORICA

Analizzeremo in questo paragrafo quali relazioni debbano esistere tra i
coefficienti o, e ﬁl affinché il metodo sia convergente secondo le definizioni
date. Da notare che i LMM sono dei metodi generali che permettono 1'integra-
zione di un gualunque sistema ODE del primo ordine; nel caso che ci interessa
essendo il sisterna di equazioni fireare possiamo senza perdere di generalita
riferirci a quanto si ottiene per una singola equazione lineare del primo ordine.
In dinamica delle strutture infaiti la base ortonormale di autovettori soluzione
del sistema omogeneo associato alle (1.1) permette sempre il disaccoppiamento
delle (1.1) stesse [44, 45]. Considereremo pertanto il problema ai valori iniziali
definito dalla seguente equazione differenziale:

qg=f{tq. qd=q, (2.11)

Associato con il LMM (2.1) & I’'operatore lineare alle differenze

k
Liq@sini=2 [ o,q e -h B e | (2.12)
=
dove q(t) e una funzione arbitraria continua e dotata di derivate fino all’ordine
che ci interessa. Espandendo la q(t) in serie di Taylor rispetto a t e sostituendo
nella (2.12) otteniamo:

Lx (t); h] =C x () +C hx () + Chx () + ... + Cq hax9{t} + ... (2.13)

dove i termini Cq sono delle costanti. Un semplice calcolo porta alle seguenti
espressioni delle Cq in funzione dei coefficienti o, e f3:

C,=0,+o, + 0, + 0, + ...+ 0
C =o+20,+.. +ko -(B+8+8+..+5) (2.13)
C=_1 (@ +20o,+.+kiog)-__ | (B+29" B+ +k*' )
q! {(g-I!
q=2, 3, ...
Pud allora essere introdotta la seguente
Definizione 2.5 L' operatore lineare alle differenze (2. 12) e I associato LMM

(2.1) sono detti di ordine p se nelle (2.14) risulta C,=C =C,= .. = Cp= Qe
C,. =0
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Ove si assuma che ¢(t) sia la soluzione esatta della (2.11) ¢ abbia derivate
di ordine sufficientemente alto possiamo scrivere I’errore locale commesso al
passo n+k, pari a:

q (tmk) -q.,,= Cerl het! q(p+1)([n) +0 (hm?) (2.15)

Definizione 2.6 L’espressione L [q (Y); h] fornita dalle (2.12) viene detta
errore di froncamento locale del LMM (2.1} quando q(v) ¢ la soluzione del
problema ai valori iniziali (2.4).

L’errore di troncamento locale & un indice significative della precisione di
unt metodo. La determinazione dell’ordine e della costante principale d’errore
hanno una considerevole importanza ai fini dello studio delle relative proprict
algoritmiche. Si ha poi che:

Definizione 2.7 Un LMM ¢ detto consistente se ha ordine p 2 1. Dalle (2.14)
segue che il metodo é consistente se e solo se

k

k k
oo =0, Zm:_oq (2.16)

j=0 =
51 dimostra che la consistenza & una condizione necessaria ma non suffi-

ciente perla convergenza diun LMM, [21,32, 43, 52]. Si definiscono poi primeo
e secondo polinomio caratteristico del LMM p(0) e o({) le espressioni:

k k
PO=Zal oQ=LAy @.17)

le condizioni di consistenza (2.16) della definizione 2.6 diventano allora;

p)=0.p (=0l (2.18)
Definizione 2.8 /I LMM (2.1 é detto zero - stabile se nessuna radice del primo
polinomio cararteristico p(§) ha modulo > I, ed ogni radice con modulo uno

é semplice.

La relazione esistente tra Pordine e la zero-stabilitd & data dal seguente
teorema dimoestrato da Henrici | 32];

TEOREMA 2.1 Nessun LMM zero - stabile di k passi pud avere ordine
maggiore di k+1 quundo k é dispari, o maggiore di k+2 quando k é pari.

Un metodo lineare k-step zero-stabile che ha ordine k+2 & detto metodo
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ottimale. I collegamento fra le definizioni 2.6 e 2.7 & fornito dal seguente
fondamentale teorema di Dahlquist [18]:

TEOREMA 2.2 Condizione necessaria e sufficiente affinché un LMM sia
convergente é che esso sia consistente e zero-stabile.

2.3 METODI LINEARI MULTISTEP PER EQUAZIONI DIFFERENZIA-
LI DEL SECONDO ORDINE: BASE TEORICA

Analogamente al capitolo precedente viene fornita una breve sintesi del-
’inquadramento teorico dei LMM per ODE del 2° ardine. Anche in questo caso
analizzeremo quali sono le relazioni che debbono esistere tra i coefficienti o,
,Bj ey, affinché il metodo sia convergente ed introdurremo i concetti di consi-
stenza e di zero-stabilitd i quali, come vedremo, forniranno le condizioni
necessarie e sufficienti per assicurare laconvergenza. I LMMper|'integrazione
di sistemi ODE del secondo ordine sono altrettunto generali diquelli per il primo
ordine ¢ permettono quindi anch’essi I'integrazione di gua/ungue sistema ODE
nelle n funzioni incognite q. Valendoquanto gia dettocircail disaccoppiamento
tramite una base ortonormale possiamo riferirci senza perdere di generalith alla
singola ODE del secondo ordine ai valori iniziali del tipo:

q+2veq + o = ity q=q; q0)=q, (2.19)

Associato con il LMM (2.3) vi & I’operatore lineare alle differenze

.
Liq(ty: h} =2 [v,a(+jh) + 200 h 3, q(t+jhi+
o (2.20)
+ @ h* B q(t+ih)-h?Bi(t+jh)|

dove q(t) & una funzione arbitraria continua ¢ dotata di derivate fino all’ordine
che ci interessa. Espandendo la (t) in serie di Taylor rispetto a t e sostituendo
nelia (2.20) otteniamo :

Llg(tyhl= C,, q(0+h{2wC , q(+C ,q(0) ]+
+h {20, gty + C,, g0} + ... (2.21)
+h? {2(L)Cq_I Qe () + Cq_2 qe ] +..

dove itermini C, sono delle costanti. Sviluppando si ricavano le seguenti
espressioni delle C, in funzione dei coefficienti o, ,Bj, e
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Co‘]:1(0+yl+1(2+y3-1-...+yk
C1_|=0L0+ocl+<12+a3+...+0tk
C142=yl+2'yz+3vg+...+kyk

~ (2.22)
C, =, +20,+..+koy) - (B, + B +B,+ ...+ )
CM:% N +2%+.. +ky)-B+B+B,+..+ )
Con = 1 o+ 2o+ keto) - L (B 4278+ + K+2B)

(g-1)! (q-2)!

Co= L +2y+ vk~ LB e2ep 1 Ke2p)
q! (q-2)!

q=3,4..

Definizione 2.9 L’ operatore lineare alle differenze (2.20) e I’ associaso LMM
(2.3) sono detti di ordine p se e solo se nelle (2.21) risulta Cyr = Cmj =0 per
m=12 .. p+tlej=12 eCp+ =0perj=/o0j=2.

2

Se facciamo I’assunzione che q(t) sia la soluzione teorica della (2.19) ed
abbia derivate di ordine sufficientemente alto possiamo scrivere I'errore locale
commesso al passo n+k, che risulta:

Q) - 4, =™ {20C "7 (1) +C , q° (O + 0 (b*)
(2.23)

Si ha allora:

Definizione 2.10 L’espressione LIq(t); h] fornita dalle (2.23) viene detta
errare di froncamento locale del LMM (2.3) quando q(1) é la soluzione del
problema (aivaloriiniziali (2.4). Il termine hvt? {20C_, 9" "0+ Connd®?
(1)} é detto termine principale dell’ errore di troncamento.

Inoltre:

Definizione 2.11 Un LMM ¢ detto consistente se ha ordine p 2 1.
Dalle (2.22) segue che il metodo é consistente se e solo se

k k k

%y.:Za.:Ejyjzo;
T

b= ) =0

(2.24)

k k k k
Zjotzz,@ ;ij2=22,8.
R R A =0
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Anche per LMM per ODE del secondo ordine si dimostra che la consistenza
e una condizione necessaria ma non sufficiente perla convergenza. Introducia-
mo a questo punto il prinio, secondo e terzo polinomio caratteristico del LMM
T (D)e p ({) definiti come:

13

Q=2 08 c©=ZBL pO=Ty0 @29

i
51 dimostra che le condizioni di consistenza diventano allora:

py=th=p (I}=0; T(H=0c(l) p'(l)=20(l) (2.26)

Definizione 2.12 11 L.MM (2 3) é detto zero - stabile se nessuna radice del terzo
polinomio caratteristico p({) ha modulo maggiore di uno ed ogni radice con
madulo uno ha molteplicita non pin grande di due.

La relazione esistente tra 1’ordine e la zero - stabilit & fornita dal seguente
teorema la cui dimostrazione & data da Henrici [32].

TEOREMA 2.3 Nessun LMM zero-stabile di k passi pud avere ordine maggio-
re di k+1 quando k é dispari, o maggiore di k+2 quando k & pari.

Un LMM k-step zero - stabile che ha ordine k+2 & detto metodo ottimale.
Vale ancora per LMM specializzati ai sistemi ODE del 2° ordine il teorema di
Dahlquist [ 18} sulle condizioni di convergenza:

TEOREMA 2.4 Condizione necessaria e sufficiente affinché un LMM per ODE
del secondo ordine sia convergente & che esso sia consistente e zero-stabile.

3. ANALISI DI STABILITA’ ED ACCURATEZZA

3.1 CONSIDERAZIONI PRELIMINARI

Le condizioni di convergenza ci assicurano che 1’errore di troncamento
locale tenda a zero come una potenza del passo d’integrazione # di grado pari
ap+1 seil metodo & del 1° ordine, o di grado pari a p+2 se il metodo & del 2°
ordine. Questo assicura che per un passo d’integrazione sufficientemente
piccolo la soluzione numerica converga a quella teorica. Questa condizione
fondamentale di tipo asintotico non basta tuttavia a rendere un LMM
computazionalmente efficace per la soluzicne di ODE di tipo stiff. Occorre
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inolire infatti conoscere quale sia I'accuratezza del metodo per passi finiti: la
primamisuradi tale accuratezza pud essere vista in termini di energia: un LMM
non deve infatti introdurre energia algoritmica spuria nel processo evolutivo.
Questo requisito porta al concetto di stabilitd, che pud essere formalmente
espresso come segue: unmetodo & stabile per un dato problema ai valori iniziali
deltipo (2.4} 0 (2.19) se esiste un passo h>0 tale che una variazione dei valori
iniziali di una quantita fissata produca una variazione limitata nella soluzione
numerica, vale a dire se esiste una costante K tale che llg -q *Il<Klig -q,*Il per
ognite [0,a] e per tutti gli h=t/ne [0, h |, con g_eq * rispettivamente soluzioni
numeriche corrispondenti ai valori iniziali g, e q,*.

Tale definizione dipende tuttavia non soltanto dal metodo di integrazione
impiegato ma anche dall’equazione differenziale da risolvere. Si rendono
quindi necessarie a {ini applicativi ulteriori definizioni di stabiliti che prescin-
danc dalla specifica equazione differenziale oggetto di risoluzione e che siano
valide in generale per il problema dinamico.

3.2METODILINEARIMULTISTEP PER EQUAZIONI DIFFE-
RENZIALI DEL PRIMO ORDINE: CRITERI DI STABILI-
TA’

Il sistema ODE (1.1) che rappresenta le equazioni del moto, ove risolto
mediante un LMM specializzato al 1 ° ordine, deve essere come gid detto ridotto
tramite un vettore ausiliario. Il risultante sistema del 1° ordine assume allora,
con riferimento all’equazionc (2,19), la forma:

y -2vo) -° y y (0) q,
q 1 0 q q0) q,
(3.1}

Una diagonalizzazione in campo complesso riconduce le (3.1) a due
equazioni del tipo

q=Ag, com:
A= -vo+ioV1-y? A= -ve - iwV1-v? (3.2)

ponendo a = v e ¢ = @V 1-v* gli autovalori divengono:

A =-a+ic A,=-a-ic 3.3)
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Con dette premesse si introducono le definizioni:

Definizione 3.1 Un LMM é detto ASSOLUTAMENTE STABILE per dati ah,che R
se, per quel valore di (at+ic) h € R, wutti gli zeri X, _del polinomio di stabilita:

p(h) = ;O [0, M)+ (atic) hBAT] (3.4)

soddisfano la | A, |<1,s=1,2.3,..k Se| 7\.S| =1, allora A _deve essere una
radice semplice.

Definizione 3.2 Una regione S é una regione di assoluta stabilita per un LMM
se esso ¢ assolutamente stabile per rutti i punti (a+icYhe S,

Possiamo a questo punto introdurre un concetto fondamentale per la
dinamica delle strutture: la STABILITA’ INCONDIZIONATA.

Definizione 3.3 Un LMM ¢é incondizionatamente stabile se alla regione S
sopra definita appartengono almeno tutti gli oscillatori reali con ve [0,1] e
w>0 qualungue sia il passo d'integrazione h.

Lo stesso concetto, in forma pil restrittiva, & espresso anche nella classica
definizione di LMM a stabilita assoluta od A-stabile [32.43]:

Definizione 3.4 Un LMM ¢ A-stabile se la sua regione di assoluta stabilitd
contiene tutti gli autovalori A, che soddisfano Re()<0 od anche {25,27,29],
quando tutti gli autovalori soddisfano la ah>0.

Fondamentali nelle applicazieni di meccanica computazionale sono poi i
seguenti teoremi dovuti al Dahlquist [18]:

TEOREMI 3.1 a)y Un LMM esplicito non pud essere A-stabile. b) L’ ordine di
un LMM A-stabile non puo eccedere due. ¢y HLMM A-stabile di ordine due con
la piat piccola costante d’ errore é la Regola Trapezoidale, vedi punto 4, parte
11, d) Non esistono LMM incondizionatamente stabili con ordine > 2.

Da guanto sopra si ricava immediatamente che un metodo A-stabile &
sempre incondizionatamente stabile, mentre non & necessariamente vero il
contrario. L.’affermazione a) spiega come non sia sempre possibile utilizzare
con efficacia metodi espliciti per problemi stiff: ove infatti il campo di
frequenze interessato dalla soluzione sia assai vasto I'uso di metodi condizio-
natamente stabili obbliga a passi di integrazione estremamente brevi, con
conseguenti elevati oneri di calcolo; si ¢ atlora obbligati a ricorrere a metodi
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impliciti, che possono essere incondizionatamente stabili, Per una discussione
di questi problemi nel campo specifico della dinamica strutturale vedi anche [4,
6, 19].

Una classica rappresentazione grafica della regione di stabilita di un LMM
si ottiene nel piane di Argand [21,32,43,52], in cui sui due assi coordinati
compaiono i valori (Re(Ah}Im(Ah)), vedi fig, 3.1, L’asse immaginario rap-
presenta tutte le soluzioni non smorzate, il semipiano delle Re(Ah)<0 rap-
presenta le soluzioni oscillatorie decrescenti o smorzate ed il semipiano delle
Re(llh)>0 le escillazioni crescenti, 0 a smorzamento negativo. Daquanto detto,
un LMM & A-stabile se la sua regione di stabilita comprende tutto il semipiano
negativo, asse immaginario incluso.

Una ulteriore rappresentazione grafica, che si vedranel prossimo paragrafo
essere di particolare interesse per LMM specializzati ad ODE del secondo
ordine, € stata proposta in [25, 27, 29]. In essa vengono utilizzate come
coordinate le (ah, ch): 1a differenza tra le due rappresentazioni, come si ricava
confrontando le formule (3.2) e (3.3), & nella simmetria rispetto all’asse ch (o
{Re(Ah)). Ad un punto {g,y) nel piano di Argand corrisponde un punto (-g,y)
nel piano (ah, ch).

In alcuni casi & stato proposto un parziale rilassamento della condizione di
A-stabilita, vedi 4.1, proponendo dei metodi, cosiddetti A{o)-stabili o stiffly
stable [21, 22, 38, 39, 48, 49}, che sono debolmente instabili per zone ristrette
del piano di Argand:

Definizione 3.5 Un LMM ¢ A(o)-stabile se é stabile per un sistema ODE i cui
qutovalori siano situali in un cuneo di angolo 2o, come lustrato in figura 3.1

Dal punto di vista analitico & valida invece la seguente definizione data da
125, 27, 29] e basata sull’uso dei parametri ah e ch.

Definizione 3.6 Un LMM é A(a)-stabile, o (0, n/2), se la sua regione di sta-
bilita contiene gli infiniti valori compresi nel cuneo:

W = {ah+ich: - o Sarerg (c/a) < o (3.5)
5
i 1{ih) | ch
4 A A
JYeE Aa)
1 i3
o Re(Ah) o ah
J @ Regione di ] Regione di o
instabil itd instabititd
-5 B e ————
-8 o -8 L} 8
Fig. 3.1. Regione di Stabiliti per LMM al 1° Fig. 3.2. Regione di Stabilita per LMM al
ordine, piano di Argand 1? ordine, piano (ah, ch)
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3.3 METODI LINEARI MULTISTEP PER ODE DEL SECONDO
ORDINE: CRITERI DI STABILITA

Si ricorda che in questo caso si pud procedere direttamente alla integra-
zione del sistema (1.1); anche per questi LMM ¢& indispensabile introdurre
concetti di stabilitd assoluta, incondizionata e condizionata. Con la posizione

a=ve e c= @wV1-v? 'equazione (3.1) diventa:
q+2aq+@+chq=f(t); q0)= q;: 9O =q, (3.6)
51 ha allora, in analogia con il paragrafo precedente, che:

Definizione 3.7 Un LMM & detto ASSOLUTAMENTE STABILE per dati ah, che R
se, per quei valori tutti gii zeri A_del PGLINOMIO di STABILITA’ :

k
PO =2 1y, + 2 ahot + (&7 + ) I RN 3.7
=0 J

soddisfuno |7\.S | <1,s=1,2,3,...kese
radice di moltepliciti < 2.

A, | = 1. Allora h deve essere una

Definizione 3.8 Una regione S é una regione di assoluta stabilita per un LMM
Se esso é assolutamente stabile per tutti | punti (ah, ch) € $.

Definizione 3.9 Un LMM ¢é incondizionatamente stabile se alla regione S
sopra definita appartengono almeno tuiti gli oscillatori reali con vel0, 1] ¢
>0 gualungue sia il passo d integrazione h.

Definizione 3.10 Un LMM ¢ R-stabile se e solo se la sua regione di stahilita
include i punti:

{(ah, ch): ah=0; ah, ch reali} (3.8)

Definizione 3.11 Un LMM ¢ R-stabile se e solo se é R-stabile ¢ la sua regione
di stabilita include | punti:

{ (ah, ch): ch = ibh; ah, bh reali; ah=0, b*h’<a’h?} 3.9

Definizione 3.12 Un LMM ¢ R{y)-stbile, we (0, n/2), se la sua regione di
stabilita contiene gli infiniti valori compresi nel cuneo:

WW = {ah, ch: -y S grerg (c/a) <y} (3.10)
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Confrontando con le definizione peri metodi al primo ordine si vede che la
R-stabilita cerrisponde alla A-stabilita e la A(ot)-stabilita alla R{y/)-stabilita.
Dalle definizioni si ricava che un metodo R-stabile & sempre incondizionata-
mente stabile mentre non & necessariamente vero il contrario. Vale poi quanto
detto sumetodi esplicitied impliciti ed i corrispondenti dei tecremi di Dahlquist
3.1:

TEOREMI 3.2 a) Un LMM esplicito non puo essere R-stabile.

b) L ordine di un LMM R-stabile non pué eccedere due. ¢y Il LMM R-stabile
di ardine due con la minima costante d’ ervore ¢ il Metodo della Accelerazione
Media, vedi punto 5, parte II. d) Non esistono LMM incondizionatamente
stabili con ordine > 2.

Come verra meglio discusso nelle successive sezioni 4. e 5. della parte 11,
la Regola Trapezoidale ed i1 Metodo della Accelerazione Media hanno iden-
tiche proprietad algoritmiche e sono 1'uno la controparte dell’altro per la
rispettiva categoria di ODE.

Da rilevare inoltre che per LMM specializzati al secondo ordine non &
possibile rappresentare la regione di stabilita direttamente nel piano di Argand
causa una irresolubile ambiguita di segno nei termini quadratici del polinomio
di stabilith. Resta tuttavia estendibile la rappresentazione nel piano ah-ch
dovuta a [25, 27, 29] per il primo ordine.

3.4 DETERMINAZIONE CARATTERISTICHE DI STABILITA’ DI UN
LMM

3.4.1 RICERCA ANALITICA: CRITERIO DI ROUTH-HURWITZ

I metodi che permettono di ricavare delle espressioni in forma chiusa della
regione di stabilita sono essenzialmente basati su due criteri: il Criterio di Schur
¢ il Criterio di Routh-Hurwitz |43, 44]. Quello pill usato, specialmente nella
letteratura tecnica e di conseguenza oggetto di approfondimento in questo
paragrafo, & certamente il secondo, per illustrare il quale & necessaria 1'intro-
duzione di una nuova grandezza, il “raggio spettrale™

Definizione 3.13 Siano | ?L]:j= 1,2,3,....k} gli zeri del polinomio di stabilita. La
grandezza p é detia radice principale 0 RAGGIO SPETTRALE se e solo se

lp| =max |2 i=1,2,3, ...k 3.1

I} criterio di Routh-Hurwitz [44] fornisce le condizioni necessarie e
sufticienti affinché le radici di un polinomio abbiano la parte reale negativa. Si
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ricerca allora una trasformazione dell*incognita che appare nel polinomio di
stabilita tale da mappare tutti i punti del piano complesso su cui sono rappre-
sentate le soluzioni del polinomio stesso aventi raggio spettrale minore od
uguale di uno (cerchio di raggic unitario) sul semipiano negativo nella nuova
variabile. La trasformaziene appropriata® p={1+z)/(1-z); questo mappail cerchio
| P |=1 nell’asse immaginario Re(z)=0, la superficie interna del cerchio nel
semipiano Re(z)=0, e il punte p=1 nel punto z=0. Le equazioni (3.4) ¢ (3.1)

diventano allora:
) i
+z
(I-2) =0 3.1

(+z)
(I-2)

k

pz) = 2

=0

¥, + 2ahot, + (a*+ ¢ hz,ﬁj

k

po)=Z

=

j
o+ (a+ ic) hﬁj =0 (3.12)

Moltiplicando per (1+2z)* otteniamo un’equazione polinomiale di grado k,
che possiamo scrivere:

a,z'+a 7% +a, 7% + .+ a, = 0 (3.13)

dove possiamo assumere senza perdere di generalita a,>0.

Qualora il grado del polinemio (3.13) risultasse pari a q<k, esso avrebbe r
radici, dove r=k-q, pari a -1. Quando q =k = 2, 3, 4 le condizioni necessarie¢ ¢
sufficienti per le radici delle (3.11) e (3.12) di soddisfare | p| <1 sono

k=2:a2>0,2a>0,a>0
k=3:a2>0a2>0,2a>0,2a>0 4aa,-a2>0 (3.14 - 16)
k=4:2>0,2>0,a,>0,a2>0,2>0,aa,,-aa}-aa>>0

3.4.2RICERCANUMERICA: ILMETODODELL' OSCILLATORETEST

Questo approccio impiega direttamentc la definizione di assoluta stabilita
e diraggio spettrale, con due procedure perd diverse per LMM specializzati ad
ODE del 1° o del 2° ordine. Per metodi de! 1° ordine ’equazione test che
rappresenta "oscillatore test & del tipe:

g=%q
dove A &una costante complessa di valore A, =ah + ich con a=vw e c= V1-v4

il rispettivo polinomio di stabilita &:
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PP =\ o+ (atic)h| p (3.17)

La regione di stabilith di un metodo del 1° ordine nel piano (ah, ch) ¢ la
porzione di piano dove il raggio spettrale & minore od uguale ad uno; per
determinare il contorno di tale regione basta porre nella (3.17) tutti i possibili
valori complessi di p tali che | p%zl e ricavare il rispettivo valore complesso
di A mediante la:

k

k
A=2op | ZBp (3.18)

j=0 j=0 )

Affiché il metodo sia incondizionatamente stabile per oscillatori realt la
condizione necessaria ¢ sufficiente & che la regione di stabilita contenga tutio
il primo quadrante, compreso il semiasse negativo delle ch, ovvero, siccome
per metodi del 1° ordine la regione di stabilita & simmetrica rispetto all asse ah,
che contenga tutto il semipiano delle ah=>0,

NelcasodiLMM del 2° ordine I'equazione test che rappresenta |’ oscillatore
smorzato senza forzanti esterne & direttamente I'equazione dell’ oscillatore
elementare senza forze esterne; si ha allora:

k

pO) =24 |+ 2vahos + oPhif | W (3.19)

j=

Non potende come perimetodi del 17 ordine far assumere a p dei valori tali
che | ol |=1 e ricavare di conseguenza il valore del parametro che definisce
I’oscillatore perché siamo in presenza di 2 parametri (®, V). si assegna un valore
al fattore di smorzamento e si fa variare © da 0 a + o, ricavando il rispettivo
raggio spettrale per il singolo oscillatore test. La forma classica della analisi di
stabilita condotta con questa procedura corrisponde all’assumere smorzamen-
to nullo: ad essa si fara riferimento per la discussione dei metodi esistenti nella
sezione 5, parte I1. In letteratura non esistono invece risultati per smorzamento
non nullo; a questo problema gli autori stanno dedicando attenzione [9].

3.5IL DECADIMENTO AMPIEZZA E L'ELONGAZIONE PERIODO

Le caratteristiche di qualsiasi LMM sono completamente definite daquanto
sinora descritto. E* perd utile introdurre accanto alle valutazioni dell’erdine
dell’errore di troncamento e del raggio spettrale altri parametri, che esprimano
la precisione della soluzione con modalitd pit direttamente utilizzabili nelle
applicazioni. Essendo in dinamica lineare, vedi sezione 1, ciascuna singola
soluzione componente la base ortonormale che permette il disaccoppiamento
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definibile in termini di pulsazione (o periodo proprio) e di ampiezza delle
oscillazioni, & proprio su tali grandezze che ha interesse definire la precisione
di un LMM. Interessa in altri termini sapere quale errore I”algoritmo introduce
nella valutazione del periodo proprio e dell’ampiezza delle oscillazioni. 11
secondo errore & anche un indice della evenmale dissipazione di energia
{sorzamento) introdotta dall’algoritme rispetto alla soluzione esatta. Cid pud
essere ottenute definendo le grandezze:

n=(T-T) [T, {=(A-A) /A,

ove T ed A sono il periode proprio € 1’ampiezza esatti mentre T ed A sono le
loro appressimazioni prodotte dall’algoritma, Grafici in cui si ponga in ascisse
il prodotto wh (pulsazione ridotta) ed in ordinate 1 vengono detti di “clonga-
zione periodo”, grafici in cui ancora con wh in ascisse si ponga { in ordinate
vengono detti di “decadimento ampiezza”. L elongazione periodo & anche un
indice della distorsione di fase fra la soluzione esatta e quella approssimata, il
decadimento ampiezza & anche come gil accennato un indice della energia
dissipata (o fornita) dall’operatore ¢ viene infatti spesso indicata anche con il
termine di “smorzamento algoritmico”. Le terminologie usate hanno un chiaro
riferimento alle definizioni sopra fornite per quel che riguarda i segni: in
dinamica infatti ad uno smorzamento positive corrisponde un decadimento
dell’ampiezza di oscillazione ed una elongazione del corrispondente periodo.

I valori di entrambe le grandezze possono essere ricavati a partire dal
polinomio di stabilita in funzione del raggio spettrale, vedi [33]. Scrivendo
I’equazione dell’oscillatore non forzato nella forma:

q+2veq+wiq=0 (3.20)

si oltiene la seguente espressione per i valori di smorzamento e di pulsazione
approssimati della risposta ottenuta con un LMM:

o = arctg (b/a)

w=o (1-v3)?

~ -In(@*+b?) (3.21)
V=

20
p=a+ib

dove pe il raggio spettrale, @ e V sono rispettivamente i valori della pulsazione
€ di smorzamente totale della risposta. Da essi & immediato ricavare poi
decadimento ampiezza ed elongazione periodo.

76



Num, 2 - Maggio 1991 Ratio Math. F. Brancaleoni et alii

Un’importante proprietd dei LMM del 2° ordine si pud ricavare consideran-
do le oscillazioni di sistemi in assenza di smorzamento:

q+eq=f0 1 qO=q, : 4O =q, (3.22)

In questo caso la soluzione esatta & un’oscillazione non smorzata e quindi
le radici principali A, e A, del rispettivo polinomio di stabilita debbono essere
una coppia di radici complesse coniugate di modulo 1 per wh—0 e le radici
spurie &, A, ..., A,_devono soddisfarj A |<1, J=3,4, ..., k. Esse allora sod-
disfano la |7Li“ | -0 per n—eeo, j= 3, 4 ...k e le soluzioni spurie risultano
smorzate. Da quanto esposto si deduce immediatamente che un LMM del 2°
ordine non ha smorzamento algoritmico se e solo se la coppia di radici
principali sono complesse coningate di modulo uno e le radici spurie hanno
modulo < t,
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