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SOMMARIO Si presentanc alcuni. metodi per scegliere quale
alternativa, fra quelle appartenenti ad un dato insieme finito,
soddisfa maggiormente ad un dato obiettivo.

A tale scopo ogni alternativa A viene valutata in base a pid
criteri, qualitativi ¢ quantitativi, che forniscono dei punteggi i
quali individuano, rispettivamente, delle misure o delle relazioni
di preordine fra le alternative.

Vengono poi presentati degli algoritmi che, in funzione dei
punteggi ottenuti, permettonc di assegnare ad ogni alternativa A
- un numero reale, compreso fra O e 1, il quale indica in che misura

I’alternativa A deve essere considerata preferibile alle altre.

1. POSIZIONE DEL PROBLEMA

Vi sono n possibilitd di scelta, dette alternative o oggetti,

e k obiettivi spesso in contrasto fra loro.



Il raggiungimento o meno di ciascuno degli obiettivi &
valutato con uno o piu criteri di scelta o variablli, assegnando,
per ogni criterio, un punteggio ad ogni alternativa che indica il
" grado " di soddisfacimento dell’obiettivo da parte dell’oggetto.

I punteggi possono rappresentare una valutazicne

(a) di tipo quantitativo se indicano una misura;

(b) di tipo qualitativo se sono utilizzati esclusivamente per
stabilire una relazione di preordine fra gli oggetti, ossia una
relazione riflessiva e transitiva che indichiamo con =-.

Per ogni criterio supponiamo che la relazione sia totale.

Sianc

d =1 A1’ Az,...,An) I’insieme delle alternative,

v = { Cl, Cz,....,Cm} I'insieme dei criteri qualitativi,
W= Dl, Dz.....,Dq} quello dei criteri quantitativi.

Diciamo punteggio associato al criteric CJ, compatibile con
=., ogni funzione PJ: 4 - N tale che, Vr,se { 1,2, ....n },
As-A sP(A)=P(A)
r ] 3 r J s
Il punteggio si dice strettamente compatibile con =+ se > &
sostituito con . Il problema di scelta risulta implicitamente
definito da una matrice bipartita con n righe ed m+q colonne del

tipo
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Diciamo punteggio associato al
funzione

esprimente le misure

criterio D .
r

Nella matrice M risulta e

2. METODO DEL REGIME

Limitiamoci, per il

attribuite

. momento,

-----

criterio

c d - [0,+0 )
r

scelta basati su criteri solo di tipo qualitativo.

D...D
r 1
d A
ir 1q 1
d A
2r rq 2
¢ ...d A
ir iq 1
d ...d A
nr nq n
Q....Q
r q

quantitativo D ogni
r

alle varie alternative con il
1) = PJ(AI)' dlr = Qr(Al)'
allo studio di problemi di

La matrice M per gq=0 si riduce alla seguente
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e e ..e ..e A
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®
]

berry B )t, ( detto vettore associato ad A),
12 im 1

o]
1]
~—
1]

{4

I - )t, { detto vettore associato a C ).
2] n) J

0 per a=0

Poniamo, VaeR, s(a) =

a per a0
—[—[_a .

. t r .
Per ogni a = ( al, az,...., a ) e R poniamo
- r

t

s(a) = s(al), s(az), ..... ,s(ar) .

Siano inoltre dhk a - a, ( detto vettore delle differenze

=h
per la coppia (Ah, Ak ) e .= s(ghk) ( detto vettore di regime
per la coppia (Ah, Ak)}.

Chiamiamo matrice delle differenze quella avente per colonne

I vettori delle differenze d ne SOn h#k, ossia la matrice
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I
[=N
a

S1( i-1) S1 (1+1) ""Ellnl""gnl gnz""g-n(n—l)

Chiamiamo matrice di regime quella avente per colonne i

vettori di regime rhk con h#k, ossia la matrice

R = r ro..... r

r r el |oar r _..r
=i{i-1} = (141} =in =nl =n2 =n{n-1}
Diciamo peso ogni funzione

W c,cCc,.. C => [0,1]
1 2 m

tale che W(Cl) = W(CJ) « il criterio C1 ¢ considerato " non piu
importante" di CJ.

Poniamo W = W(C ), W= (W, W_, ....,.W )
1 i — 1 2 m

I concetto di "non piGd importante" viene precisato se e
assegnata una relazione =+ di preordine fra i criteri. In tal

caso consideriamo il peso come un vettore aleatorio con supporto

[0,1]™ tale che C=CoWsW.

I pesi si possono ottenere nel seguente modo,
Si considera una variabile casuale X con supporto [0,1] ed un
campione casuale di ampiezza m, della X, X = ( X1’ Xz""" Xm).

Si pone Wl uguale alla statistica ordinale di ordine m-i+l.
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In particolare W = W =z W = ..., =W .
1 2 3 m
Si ha che, se F(x) ¢ la funzione di ripartizione della X,

allora la W’l ha funzione di ripartizione

m £ m-{

m
Gl(y) = E F(x)} - |1-F(y)|.
L

£=m-i+l

Se la X ha distribuzione UC [0,1] allora, derivande, si vede che

la Wl ha densita
m

g,(y) = ( m-i+l )- y™7 (-p*,
m —i+l

ossia Wl ¢ una B(m-i+l, i), variabile casuale beta di parametri

(m-i+], i), dove

1
r'(r) I'(s)

r-1 s-1 _
(I-x)" " dx = Fr7s)

B (rs)=|x
0

¢ l’integrale euleriano di prima specie.

Siar =1(o , O ) eeres & ).
—-lg is1

Si ammette che la scelta fra le alternative Al e As sia in

base al valore assunto dalla funzione aleatoria
m
vV = o W
is E isj
i=1

esprimente il "gprado di soddisfacimento" nella scelta di A1

rispetto ad As.
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La matrice V, di termine generale Vls, si ottiene dalla
matrice R, di regime, e dal vettore casuale W ponendo
v =w"R
La matrice V & un vettore riga con n(n-1) colonne.
Sia (Al, AB) una coppia di alternative distinte.
Diciamo probabilita’ per la dominanza di Al rispetto ad A'i il
numero

P, = prob (Vis>0].

Diciamo matrice delle probabilita’ di dominanza la seguente

1 2 -] n
A1 4] | SR P e P,
!.\2 P, o ....... P, cooeee P,n
p= A1 pll p12 ....... P e P
Al P.. P veereisD, cevenn
)| P PPy Py
An P, nztt P giteeee 0

L'idea di base & di considerare una alternativa Ax'
preferibile all’alternativa AJ se il vettore riga i della matrice
P ha gli elementi, disposti in ordine decrescente, rispettivamente
maggiori o uguali a quelli, anch'essi disposti in ordine
decrescente, della riga j.
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In generale, in questa maniera si ottiene una relazione
d’ordine non totale.

Per ottenere un ordinamento totale si pué sostituire ad ogni
vettore riga una media che pud essere la media aritmetica, la
media geometrica ( se le probabilitd sono tutte positive ), la
media quadratica o la mediana.

La media piu utilizzata & la media aritmetica, ossia ad ogni

alternativa Al si associa il numero

3. CRITERI DI VALUTAZIONE DELLE p15
Per calcolare la p,_ occorre determinare, in IRm, la zona A

soddisfacente il sistema di disequazioni

mn

Eo‘-WzO
isj J

J=t
W 20 vjeql2..,m

W =W ,Vje 1,2,....,m=-1
J j+1

In corrispondenza si ottiene
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con g funzione di densitd di probabilitd della variabile casuale

m-dimensionale { W, W, ...., W ).
1 2 m
Nel caso in cui X = ( Xl, Xz,....,Xm} ha distribuzione
uniforme la g ( Wl, Wz' ..... Wm ) & uniforme nella zona S

soddisfacente le disequazioni

W 20 Vjie{ L,2...m

per cui, dette m{A) e m(S) le misure di A ed S, risulta

_ m(A)
pls - m(s)

I calcoli risultano alquanto elaborati gia per mz4.

Per m elevato, in pratica, & necessario calcolare le p,, con
il metodo di Montecarlo.

Si genera una successione di lunghezza N di campioni casuali
empirici

x(r) = x(rz x(rz ..... ,xn(nr) , r=1,2,...N

- 1

determin azioni indipendenti della variabile casuale X.

ereea ¥ e¢ la permutazione ottenuta
m
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da i(r) tale che ylz Y Vi<m, allora si pone

Posto Np = H re{l,2,...,N} : v“(r)>0 }’, si assume

4. UN ESEMPIO

Antonio vuole acquistare una macchina scegliendo una delle
seguenti

Al) ALFA 33

A2) AUDI 80

A3) PEUGEOT 405

I criteri per la scelta sono i seguenti

C1) ripresa

Cz] comodita

CBJ costo

C4] estetica

Valutando i dati esposti da riviste specializzate, ad esempio
QUATTRORUOTE, GENTE MOTORI, L’AUTOMOBILE etc..., si arriva

stabilire la seguente matrice dei punteggi
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1 2 3 4
4 1 3 1 Al
E = 2 2 1 3 A
2
1 S 4 2 A3

Suppeniamo di avere la seguente relazione di preordine
C>C>C>cC.
17 720 T3 Ta
Sia W1= W(Cl). Allora W1> W2> W3> w,e Wl & uyguale alla
statistica ordinale di ordine 5-i.

La matrice di regime e la seguente

r r r T r r
12 13 21 23 31 32
1 1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 1 1
R =
1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 1 1 -1
Lo —

V=[V =W -W +W-W,V =W-W-W-W,V =-V
12 1 2 3 4" 13 1 2 3 4" a1 12

=W-W-W+ W, V =-V , V = -V ]
1 2 3 4 31 31 32 23

Le probabilita di dominanza sono
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P= prob[ V12>0] = prob

\
W- W+ W-W>|,
1 2z 3 4

p._= prob[ V13>O] = prob

W-W-W-WD>0|,
13 1 2 3 4

\ 4

f 3
= prob[ V23>0 ]z prob Wl- Wz— W3+ W4>0 .

\ s

P

23

Assumiamo 1’ipotesi che la variabile casuale X abbia
distribuzione uniforme continua in [0,1].
Allora la densitd di probabilitd congiunta & uniforme nella

zona S soddisfacente le disequazioni

W = o, Vje{l,2,3,4}

W =W , Vje{i, 2,3 }.
J J+1

» L]
Poniamo WJ L = Wj/ Wl. Si pué verificare che la terna ( Wl,
W;, W;) ha distribuzione uniforme nella zona S‘ soddisfacente le
disequazioni
Wz 0, W=0, Wx0
- * #*
W >W_ >W..
1 2 3
Come si pudé verificare con semplici operazioni geometriche,
*
il volume della zona S & 1/6.

Le probabilitd di dominanza si possono esprimere come
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b[1-w «+w -w )

P, = PO | T y TR, 3 )
b[1-w -w -w >

Py = Pro | TN T T T Mg )’
[ » M - A
p._=preb | 1 -W -W_+ W_>0
23 | 1 2 s

* L L * * » .
Poiche W1<1, W3< Wz’ I’espressione 1 - W1+ Wz- Wa & positiva,
v( x,y,z )ES- e quindi p12=1.

L
La zona D intersezione di S con il semispazio di

equazione 1- W:— W:— W;>0 ¢ un tetraedro avente velume 1/36.
Poiche la distribuzione delle terne ( W:, W;, W;) ¢ uniforme
in S.risulta
volume(D)

P, = — = /6.
volume(S )

La zona H intersezione di S*con il semispazio 1- W:— W;+ W;>0
¢ un tetraedro avente volume 1/12. Segue che
volume(H)

p._ = = 1/2.
e volume(S‘)

La matrice delle probabilitd di dominanza & la seguente

A A A
1 2 3
A1 0] 1 176
A o o 172
2
A3 5/6 172 0

Utilizzando il criterio della media aritmetica i numeri
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associati alle alternative Al, Az' As sono rispettivamente
p, = /12, P, = 174, P, = 2/3,

per cui le aiternative vanno ordinate nel seguente modo

A>AD>A.,

3 1 2
La macchina scelta & la PEUGEOT 405.
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